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内 容 简 介 


本 书 是 苏联 效 学 界 普 及 数学 知识 的 一 部 名 著 。 全 书 共 二 十 章 ， 分 三 卷 
出 版 。 书 申 不 仅 综述 了 现代 数学 的 各 分 支 学 科 , 还 综述 了 数学 的 哲学 、 历 
史 发 展 及 其 在 物理 和 工程 技术 方面 的 应 用 .本 书 每 章 都 由 苏联 第 一 流 学 者 
把 著 , 有 很 高 的 学 术 水 平 。 同 时 , 本 书写 得 深入 浅 出 , 只 要 具备 高 中 的 数学 
知识 , 就 可 以 理解 。 在 努力 实现 四 个 现代 化 的 今天 , 这 部 书 必 将 儿 助 我 国 广 
大 读者 扩大 眼界 ,找到 解决 问题 的 数学 工具 . 

本 卷 共 六 章 ,内容 包括 实 变数 函数 论 、 线 性 代数 、 抽象 空间 、 拓扑 学 \ 泛 
函 分 析 、 群 及 其 他 代数 系统 . 

本 书 可 供 大 学 数学 系 师 生 、 中 学 教师 、 具 有 高 中 以 上 文化 程度 的 学 生 、 
有 关 方面 的 科技 人 员 及 数学 爱好 者 阅读 。 


A. A. AnegcaaNpOB 
MATEMATHURKA, EB COTEPRAHHE, METOAXDI 
H 3HAYEHHE/TOM 8/ 
axareavcrpo Agageuan HayE CCCP, 1056 


数 学 
一 一 它 的 内 容 、 方 法 和 意义 一 一 


CA. 区 亚历山大 洛 夫 等 著 
于 元 万 阁 先 入 光明 孙 以 让 
且 方 卉 刘 绍 学 ” 吴 品 三 王 和 下 译 
这 信 音 “地 培 信 “ 江 训 用 
类 元 屿 袍 
件 学 内 度 半 出 版 
Pe 
由 轿 税 革 隐 年 刷 扩印 刷 
新 华 书店 北京 发 行 所 发 行 。 各 地 新 华 书店 经 入 
1 第 5 月 二 一 厂 。。 基 相 880x1631/ 
Pp 
有 
-ass 
Hat MTL 
定价 : 1.60 元 





二 六 章 线性 代数 CU. EK. 法 德 杰 也 夫 著 ) 


§1. 
§ 2. 
§3. 


4. 
§5, 
§6. 
第 十 七 全 ”抽象 空间 (A. 蕊 亚历山大 
1 
$2. 
43. 
4， 
6. 
8 6. 
本 
E 8. 
9. 
$10 抽象 几何 和 现实 空间 … 


第 十 八 童 拓扑 学 (IL. C. 亚历山大 洛 夫 著 ): 


1, 





癌 攻 代 区 区 内 可 积 则 匠 
线性 空间 … 

线性 方程 组 
线性 变换 
二 次 型 
瞪 阵 函数 和 它 的 一 些 应 用 





















了 欢 几 里 得 公设 的 历史 ， 
罗 巴 切 夫 斯 基 的 解答 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 现实 意义 
几何 公理 , 它们 利用 一 定 的 模型 末 检 蛤 
从 欧 几 里 得 几何 分 出 的 独立 的 几何 理论 
多 维 空间 … 
几何 对 条 的 推广 
钦 曼 几何 … 





拓扑 学 的 对 象 





3， 曲面 
对 3， 流 形 
和 4， 组 合 方法 ， 
好 5、 疝 量 场 … 
& 6， 拓 扑 学 的 发 展 
57. 度量 空间 与 拓扑 空间 
第 十 九 章 泛 函 分 析 〈 于 ,NM, 关 尔 芳 特 堵 ) 
$1. mn 维 空间 … 
§ 2， 希 尔 伯 特 空间 (无 穷 维 空 F 
3， 依 直 交 函数 系 的 分 解 
5 4， 积 分 方程 
§5, 起 性 运 押 子 及 泛 本 分 折 渤 一 步 的 发 民 
第 二 十 章 ” 群 及 其 他 代数 系统 (A. HH ei 
41, 引言 
























§ 9， 群 的 表示 与 指标 (特征 标 ) 301 
10， 一般 群 论 
$311. 超 复数 
§ 12, 结合 代数 .316 
§ 13， 李 代数 324 
和 14. 环 … .327 
§15. 格 : .333 
5 15、 一 般 代数 系统 


第 十 五 章 实 变 数 函 数论 


§1. 绪 论 


在 十 八 世 纪 末 、 十 九 所 纪 初 的 时 候 , 微 积分 学 已 基本 上 被 发 气 
了 ， 在 这 个 时 候 ( 正 确 地 说 是 十 八 世 纪 ), 学 者 们 开始 建立 它 的 各 
个 分 支 , 揭示 了 很 多 新 而 又 新 的 事实 , 发 展 了 微 积分 学 在 力学 、 天 
文学 与 技术 科学 方面 的 种 种 问题 的 日 新 月 异 的 应 用 ， 现 在 已 经 出 
现 综观 所 有 获得 的 结果 的 可 能 性 ， 使 它们 系统 化 并 深入 探究 分 析 
的 基本 概念 的 意义 ， 但 在 这 个 时 候 , 已 经 可 以 看 出 来 , 分 析 基 础 本 
身 并 不 是 毫 无 问题 的 . 

还 在 十 八 世 纪 ， 那 时 的 大 数学 家 关于 什么 是 函数 就 没有 一 至 
的 见解 , 因此 长 期 争论 者 问题 的 这 样 与 那样 的 解答 , 这 样 与 那样 的 
具体 数学 结果 , 弄 不 清 究竟 谁 是 正确 的 。 逐渐 才 知道 了 分 析 的 另 
一 些 基本 概念 也 需要 进一步 精确 。 如 果 对 什么 是 连续 性 及 连续 落 
数 的 性 质 是 些 什么 , 都 没有 足够 清晰 的 理解 , 那 就 常常 会 引起 一 系 
列 销 误 的 论断 ，。 例 如 ， 认 为 连续 函数 总 是 可 微 的 ， 由 于 数学 中 已 
经 处 理 着 这 样 复 染 的 函数 ， 以 至 于 仅仅 依 凭 直观 与 猪 测 已 经 是 不 
可 能 的 了 ， 因 此 , 分 析 的 基本 概念 的 整理 就 成 为 燃眉之急 了 . 

第 一 个 在 这 方 曾 认 真 尝试 的 是 拉 格 朗 日 , 在 他 之 后 , 柯 西 又 走 
上 了 这 条 道路 , 柯 西 将 直到 今天 还 广泛 运用 的 极限 ,连续 性 与 积分 
的 定义 严格 化 了 大约 就 在 部 个 时 候 , 捷克 数学 家 波 尔 察 诺 岂 认 
真 地 研究 着 连续 函数 的 基本 性 质 . 

我 们 详细 地 讨论 一 下 连续 函数 的 一 些 性 质 . 命 1(z) 是 荣 个 间 
隔 [w, 5]( 妈 满足 不 等 式 a<xz<b 的 所 有 的 点 2) 上 的 连续 函数 . 
如 果 在 问 隔 的 端点 上 , 函数 取 异 号 的 数值 , 那么 在 间 申 中 间 必 定 有 
一 点 ,使 函数 的 值 为 零 。 这 件 事 在 过 去 认为 是 显然 的 , 现在 这 个 命 


1 。 


题 已 经 得 到 了 严格 的 论证 ， 辣 样 严 格 地 证 明了 间隔 上 的 连续 函数 
必定 在 其 上 的 某 些 点 取 自 己 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

连续 函数 的 这 些 福 质 的 研究 ， 追 使 人 们 深入 地 去 探究 实数 的 
本 忻 , 因此 就 出 现 了 实数 的 理论 , 而 数 轴 的 基本 性 质 也 得 到 了 确切 
的 表述 ， 

数学 分 析 的 进一步 发 展 ， 促 使 人 们 必须 去 研究 僵 来 愈 多 的 
“ 坏 ” 的 函数 , 特别 是 同 断 的 函数 。 例 如 , 间断 函数 作为 连续 函数 的 
极限 而 出 现 ， 早 先 , 人 们 并 不 知道 , 极限 函数 是 否 连续 ， 间 断 函 数 
也 在 描绘 突然 改变 的 过 程 时 出 现 ， 因 此 产生 了 一 个 新 的 问题 一 一 
把 分 析 的 工具 推广 到 间断 函数 上 去 . 

歼 晶 研究 了 这 样 一 个 问题 ， 即 积分 的 概念 可 能 推广 到 怎样 的 
间断 现 数 上 去 . 由 于 所 有 这 些 莫 定 分 析 基 础 的 活动 ， 使 一 个 新 的 
数学 分 支 一 实 变数 函数 论 出 现 了 . 

如 果 古 典 数学 分 析 是 基于 处 理 一 些 “ 好 ”的 函数 (例如 连续 函 
数 和 可 微 函 数 ) 那 么 实 变数 函数 论 主要 是 处 理 更 为 广泛 的 函数 类 . 
如 果 在 数学 分 析 里 对 于 连续 函数 给 出 了 某 些 运算 (例如 积分 的 定 
义 , 那么 实 变数 函数 论 就 以 研究 这 样 一 些 问 题 为 特征 , 即 这 个 定义 
可 以 应 用 于 怎样 的 函数 类 , 以 及 这 个 定义 应 该 怎样 改变 , 才能 更 为 
广泛 。 特别 是 , 只 有 在 实 变数 函数 论 里 才能 满意 地 回答 这 样 的 问 
题 , 即 什 么 是 曲线 的 长 度 ? 及 对 于 怎样 的 曲线 , 讨论 它 的 长 度 才 有 
意义 ? 

实 变 数 函 数论 本 身 是 建立 在 集合 论 的 基础 上 的 . 

正 由 于 这 个 原因 , 我 们 先 令 述 集合 论 的 原理 , 然后 转 入 点 集 的 
讨论 ， 而 以 叙述 实 变数 函数 论 的 基本 概念 之 一 一 一 勒 贝 格 积分 作 
为 本 章 的 结束 。 


§2. 集 合 论 


人 们 经 常 需要 考虑 各 种 各 样 事物 的 集合 ， 正 如 第 一 章 (第 一 
卷 ) 所 阅 明 的 ,这 就 引起 了 数 的 轿 念 的 产生 ,然后 是 集合 的 概念 的 产 


生 ; 这 是 数学 中 基本 而 又 简单 的 概念 之 一 , 不 能 再 加 以 精确 的 定义 
了 .以 下 讨论 的 目的 ,无非 是 要 漠 清 楚 集 合 是 什么 , 而 不 必 纠 缠 于 

不 管 按照 什么 特征 或 者 依循 什么 规律 结合 起 来 的 事物 的 总 体 
都 称 之 为 集合 ， 集 合 的 概念 是 通过 抽象 化 的 途径 而 产生 的 ， 人们 
把 任意 东西 的 总 和 看 成 集合 ， 是 抽 去 了 集合 中 各 个 东西 之 同 的 所 
有 联系 与 关系 , 而 仅仅 保留 了 这 些 东西 的 个 别 特性 .这样 一 来 , 由 
五 个 钱币 做 成 的 集合 与 五 个 苹果 做 成 的 集合 就 完全 不 相同 了 . 乌 
是 另 一 方面 ， 围 成 一 个 图 图 的 五 个 钱币 做 成 的 集合 与 一 个 个 全 起 
来 放 的 五 个 钱币 所 做 成 的 集合 , 则 被 看 成 是 相同 的 . 

我 们 试 举 几 个 集合 的 例子 , 例如 , 沙 粒 的 集合 , 太阳 系 所 有 行 
星 的 集合 ,在 给 定 的 时 间 里 , 在 某 个 房子 里 所 有 人 的 集合 及 这 本 书 
的 爹 部 书页 的 集合 。 数 学 里 也 常常 磁 到 各 种 各 样 的 集合 , 例如 , 给 
定 的 方程 所 有 的 根 的 集合 ， 全 体 自然 数 的 集合 及 直线 上 所 有 的 点 
的 集合 等 等 ， 

研究 集合 不 依赖 于 组 成 它 的 事物 的 特性 的 性 质 ， 即 仅仅 研究 
集合 的 一 般 性 质 的 数学 分 支 称 之 为 集合 论 ， 这 一 分 支 是 在 十 九 世 
纪 来 及 二 十 世纪 初 才 开 始 攻 勤 发 展 起 来 的 .德国 数学 家 康 托 尔 
(G. Cantor) 是 科学 的 集合 论 的 将 基 人 . 

康 托 尔 关于 集合 论 的 工作 产生 于 三 角 级 数 收 伍 性 问题 的 研 
究 ， 由 于 具体 数学 问题 的 研究 而 引起 非常 抽象 与 普遍 的 理论 的 建 
立 , 已 经 是 一 种 非常 普通 的 现象 了 . 这 些 抽象 理论 的 意义 在 于 它 不 
仅 与 产生 它 的 那个 具体 问题 有 联系 ， 而 且 由 于 它 对 于 另外 一 系列 
问题 也 有 着 应 用 . 集合 论 也 就 是 如 此 . 集合 的 想法 与 概念 已 经 浸透 
到 所 有 的 数学 分 支 , 并 且 改 变 了 它们 的 面 角 , 所 以 不 熟悉 集合 论 的 
原理 就 不 可 能 对 近代 数学 获得 正确 的 理解 。 而 集合 论 对 于 实 变数 
钞 数 论 则 有 着 特别 巨大 的 作 败 . 

假如 对 于 任何 东西 , 都 可 以 知道 它 属于 集合 或 者 不 属于 集合 ， 
那么 集合 就 算 被 给 出 来 了 ; 换言之 , 集合 是 由 所 有 属于 它 的 东西 所 
完全 确定 的 .如 果 集 合 型 是 由 而 且 仅 仅 龙 由 6@, Bo0,… 这 些 东 


西 构成 , 那么 就 写成 
7 一 
组 成 任意 集合 的 东西 , 通常 称 为 它 的 元 素 ， 当 一 个 东西 mr 是 集合 
好 的 元 来 时 , 就 记 作 
mEM. 

读 散 “m 属于 MM” 或者“m 是 M 的 元 素 ”。 恕 黑 有 一 个 东西 n 不 
属于 集合 隆 ， 则 记 作 nE 政 .每 一 个 东西 只 能 是 给 定 的 集合 的 一 
个 元 素 ; 换言之 , 一 个 集合 中 所 有 的 元 素 彼 此 都 是 不 同 的 、 

集合 用 的 元 素 , 本 身 可 以 是 集合 ， 但 是 , 为 了 避免 矛盾 起 见 ， 
应 该 要 求 集合 好 本 身 不 是 组 成 它 自 己 的 一 个 元 素 , 即 ME 如。 

不 包含 任何 东西 的 集合 称 为 空 集 。 例 如 , 方程 

m+1=0 
所 有 的 实 根 组 成 的 集合 就 是 空 集 ， 以 后 我 们 用 9 来 表示 空 集 . 

对 于 两 个 集合 型 与 玉 ， 如 果 集 合 站 的 每 个 元 素 2 同样 也 其 
集合 六 的 元 素 , 那么 就 说 型 含 在 N 之 中 ; 并 是 六 的 一 部 分 ; 肛 
是 六 的 子 集 或 者 W 包 售 到 .而 记 作 

MCN 或 N2M. 
例如 集合 可 一 红 ， 2} 是 集合 羡 = 1 2 3} 的 一 部 分 。 

显然 好 EY 恒 成 立 ， 为 了 方便 起 见 , 我 们 把 空 集 看 作 是 任何 
集合 的 子 集 . 

如 果 两 个 集合 是 由 完全 相同 的 元 素 构成 的 ， 那 么 就 说 这 两 
个 集合 相等 。 例如， 方程 只 一 3z+2=0 所 有 的 根 的 集合 与 集合 
全, 23} 是 相等 的 . 

我 们 来 定义 集合 上 的 运算 规律 . 

联 或 和 给 出 集合 M,， 六 了 P,…， 集合 

X=M+N+P+., 
即 由 它 的 “被 加 数 ”M, W, 己 ,… 的 所 有 元 素 所 组 成 的 集合 , 称 为 这 
些 集 合 的 联 或 和 。 但 是 , 如 果 元 素 z= 属于 很 多 被 如 数 , 那么 z 只 弦 
归 入 和 互 一 次 ， 显 然 
M+M=M, 





而 且 当 避 生 六 时 ,有 
MIN=N,. 

交 ”同时 属于 所 有 的 集合 履 , 访 , 了 ,… 的 那些 元 素 的 全 休 
所 组 成 的 集合 了 ， 称 为 人 ,并 ，P, … 的 交 或 这 些 集合 的 公共 部 
分 。 

显然 M.M= M， 如果 2MEN, 则 了 MY- 

如 果 集 合 对 与 六 的 交 是 空 集 , 即 下 -太一 0 则 称 这 两 个 集合 
不 相交 ， 

为 了 禄 记 集合 的 和 与 交 的 运算 ， 我 们 仍 但 沿 用 沁 号 工 与 卫 . 
因此 


BH=5 Bb 
汶 诸 集合 政之 和 ,而 

五 = 了 7 
为 它们 的 交 。 

请 读者 自己 证 明 , 集合 的 和 与 交 服 从 普通 的 结合 律 
M(N+P)—MN+MP. 
同样 也 服从 规律 
MI+NP= (M+N) (M+P). 


差 所 有 属于 MM 而 不 属于 的 元 米 所 组 成 的 集合 2， 称 为 

沿 个 集合 双 与 尽 的 差 ; 
Z—M-—N. 
如 果 EM, 划 差 Z= 履 一 入 也 称 为 集合 是 关于 必 的 补 集 。 
椒 难 证 明 , 关系 式 
MN-P)— MN— MP 

与 (M—N)+MN=M 
恒 成 立 ， 

医 此 ,集合 的 运算 规则 与 营 通 算术 运算 规则 有 很 大 的 不 同 的 . 

有 限 集合 与 无 限 集合 ”由 有 限 多 个 元 素 组 成 的 集合 ， 称 为 有 
限 集合 。 如 果 集 合 的 元 素 的 个 数 是 无 限 的 , 那么 这 个 集合 就 称 为 
无 限 集合 ， 例 如 全 体 自然 数 所 组 域 的 集合 就 是 无 限 集 合 . 


5 


我 们 研究 任意 两 个 集合 性 与 驴 , 并 且 妖 出 这 样 的 问题 , 即 这 
两 个 集合 的 元 素 的 数量 是 否 一 样 . 

如 果 集 合 好 是 有 限 的 , 那么 它 的 元 素 的 数量 可 以 由 某 个 自然 
数 ( 即 其 元 素 的 数 月 ) 来 表达 ， 在 这 种 情形 之 下 , 为 了 比较 集合 好 
与 六 的 数量 ， 就 只 要 计算 一 下 与 丈 的 元 素 的 个 数 ， 然 后 比较 
一 下 所 得 到 的 这 两 个 数目 就 可 以 了 .同样 , 假若 集合 对 与 六 中 ， 
一 个 是 有 限 的 , 另 一 个 是 无 限 的 , 那么 很 自然 地 可 以 认为 无 限 集合 
包含 着 比 有 限 集 合 更 多 的 元 素 . 

然而 , 如 果 两 个 集合 如 与 入 都 是 无 限 集合 , 那么 用 简单 地 计 
算 元 素 的 个 数 的 方法 是 什么 也 得 不 到 的 ， 所 以 立刻 引起 这 样 的 问 
题 , 即 是 否 所 有 的 无 限 集合 的 元 素 的 数量 都 是 一 样 的 ,或 者 是 否 存 
在 元 素数 量 互相 不 同 的 无 限 集合 ? 假如 后 者 是 正确 的 , 那么 用 什 
么 方法 可 以 比较 无 限 集合 的 元 素数 量 呢 ? 我 们 就 要 讨论 这 些 问 
是 . 

一 一 对 应 ” 重 肠 命 履 与 六 为 两 个 有 限 集合 。 如 果 不 利用 计 
算 集 合 中 元 素 的 个 数 的 方法 ， 又 如 何 来 判断 这 两 个 集合 中 哪 一 个 
包含 的 元 素 更 多 一 些 呢 ? 为 此 我 们 将 要 确定 它 的 对 应 关系 ,即将 
寻 中 的 一 个 元 素 与 W 中 的 一 个 元 素 联结 成 一 对 。 因此， 假若 如 
有 任何 一 个 元 素 在 8 中 找 不 到 它 序 对 应 的 元 素 ， 那 么 显然 2 的 
元 素 较 X 为 多 我们 只 要 观察 一 些 例子 ,就 很 消 楚 了 . 

假若 大 厅 里 有 若干 个 人 及 若干 把 椅子 。 为 了 要 知道 哪样 多 一 
些 , 只 要 让 人 们 都 去 找 座位 。 如 果 有 人 没有 位 子 举 ,那么 人 就 比 椅 
子 多 . 但是, 假如 所 有 的 位 子 都 有 人 坐 上 了 , 那么 人 和 椅子 正好 一 
样 多 ， 上 面 所 讲 的 比较 集合 元 素 的 数量 的 方法 比 依次 计算 元 素 个 
数 的 方法 有 着 无 比 的 优越 性 、 这 是 因为 不 需要 特别 的 改变 , 这 个 
方法 就 不 仅 能 够 用 之 于 有 了 腿 集合 , 而 且 可 以 用 之 于 无 限 集合 。 

我 们 研究 所 有 自然 数 的 集合 

M={1, 2, 3 向 
与 所 有 偶数 的 集合 
Wd 


Bb. 


娜 一 个 集合 包含 着 更 多 的 元 素 呢 ? 一 眼看 去 , 似乎 前 者 的 元 素 更 
多 些 。 然而, 我 们 可 以 在 这 两 个 集合 的 元 素 之 间 建 立 一 对 对 的 关 
系 , 如 下 表 所 示 : 








没有 任何 型 的 元 素 ， 也 没有 任何 入 的 元 素 找 不 到 它 所 对 应 的 抑 
尝 . 我 们 也 可 以 建立 如 下 的 对 应 关系 ; 
于 2 








因此 对 有 很 多 元 素 找 不 到 它 所 对 应 的 元 素 ， 但 是 务 一 方面, 我 们 
也 可 以 将 对 应 关系 确定 如 下 表 ， 








现在 好 又 有 很 多 元 素 没有 对 应 的 元 素 了 . 

因此 , 如 果 集 台 4 与 如 是 无 限 的， 那么 用 不 同 的 方法 来 建立 
对 应 关系 , 就 得 到 完全 不 同 的 结果 . 假如 存在 这 样 一 个 建立 对 应 
关系 的 方法 , 使 4 的 每 个 元 素 与 如 的 每 个 元 素 都 大 它 所 对 应 的 元 
崇 , 那么 就 说 在 集合 4 与 情 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 的 关系 .人 蚀 
如 , 恰 如 表 1 所 示 , 上 面 所 考 虚 过 的 集合 履 与 入 之 间 , 就 可 以 建 
立 一 一 对 应 的 关系 . 

如 朵 在 集合 4 与 如 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 的 关系 , 那么 就 说 
他 们 的 元 素 有 同一 数量 ,或 者 称 它们 赔 势 . 如 果 用 任何 方法 来 建 
立 对 应 关系 ， 集 合 4 中 总 有 若 于 个 元 素 没有 与 之 对 应 的 元 素 ， 那 
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么 就 说 , 集合 冯 的 元 素 比 吾 多 ,或 者 妈 的 势 比 五 大 . 

因此 , 我 们 获得 了 上 面 提 出 的 问题 的 们 答 , 即 如 何 比较 无 限 集 
合 的 元 素 的 数 景 ， 然 而 这 却 一 点 也 不 能 给 另外 一 个 问题 以 丝毫 的 
回答 , 即 是 符 存 在 不 同 势 的 无 限 集合 为 了 要 回答 这 一 问题 ,我 从 
米 研 究 某 些 简单 类 型 的 无 限 集 合 . 

可 数 无 限 集合 ”如果 可 以 在 集合 和 4 的 元 素 与 全 体 自然 数 所 
组 成 的 集合 

2Z={1, 2, 3, -…} 
的 元 素 之 间 建 立 一 一 对 应 的 关系 ， 那 么 就 称 集合 和 4 是 可 数 无 限 
的 . 换言之， 假若 集合 和 4 的 元 索 可 以 有 全 和 体 日 然 数 来 标记 号 码 ， 
即 可 以 将 它 写 成 序列 的 形式 
G1, da, Uns 

那么 就 说 4 是 可 数 无 限 集合 . 

表 1 说 明了 全 体 侦 数 所 组 成 的 集合 是 可 数 无 限 的 (前 一 列 的 
数 , 现在 被 看 成 是 它 所 对 应 的 后 一 列 各 数 的 指标 数 ). 

由 上 所 述 容易 看 出 , 最 小 的 无 限 集合 正 是 可 数 无 限 集合 , 即 每 
一 无 限 集合 名 包含 一 个 可 数 无 限 集合 为 其 于 集 . 

如 果 两 个 非 空 的 有 限 集 合 互 不 相交 ， 那 么 它们 的 和 的 元 素 的 
个 数 比 它们 中 的 任何 一 个 的 元 素 个 数 都 多 ,但 对 于 无 限 集合 , 这 个 
规律 就 可 能 不 成 立 ， 事 实 上 ， 命 2 是 所 有 偶数 所 组 成 的 集合 ， 瑟 
是 昕 有 奇数 做 成 的 集合 ， 而 Z 是 全 体 自然 数组 成 的 集合 。 雪 4 说 
明 , 集合 了 与 且 都 是 可 数 无 限 集合 ， 然 而 Z 一 4 十 瑟 仍然 是 可 数 
无 限 集合 ， 








因 
bE 
了 





对 于 无 限 集合 ， 整 体 多 于 部 分 这 一 法 则 被 破坏 了 , 这 就 表明 
无 限 集合 有 本 质 上 异 于 有 限 集合 的 特性 。 从 有 限 过 滤 到 无 限 , 完 
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全 符合 了 熟知 的 辩证 法 的 规律 一 一 性 质 的 质变 . 
现在 我 们 来 证 明 全 体 有 再 数 所 组 成 的 集合 是 可 数 无 职 集 合 . 

为 此 我 们 将 有 理 数 排列 成 下 表 : 
/A A 7 
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此 处 第 一 列 按照 大 小 递 升 的 次 序 安排 了 所 有 的 自然 数 ， 第 二 
列 苯 循 递 降 的 顺序 安置 着 零 及 负 整 数 ， 第 三 列 又 依照 递 升 的 次 序 
安放 着 分 母 为 2 的 所 有 正 的 既 约 分 数 ， 第 四 列 则 又 苯 循 着 递 降 的 
顺序 排列 着 分 母 为 2 的 所 有 负 的 是 约 分 数 , 如 此 等 等 ， 显然, 每 一 
有 理 数 在 这 张 表 上 都 能 够 而 且 只 能 被 找到 一 次 ， 现 在 我 们 将 这 张 
表 上 所 有 的 数 都 按 稍 头 指示 的 方向 , 依次 标 以 号 码 ， 于 是 , 所 有 的 
有 理 数 都 依次 被 安排 成 一 个 序列 如 下 : 





有 型 数 对 应 的 推 标 数 于 
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小 





这 样 一 来 ， 在 全 体 有 理 数 与 所 有 的 自然 数 之 间 建 立 了 一 一 对 
应 , 于 是 , 全 体 有 理 数 的 集合 是 可 数 无 限 的 . 
连续 统 势 的 集合 ”假如 可 以 在 集合 型 的 元 素 与 间 丽 0<z<1 


eg. 


的 全 体 点 之 间 建 立 一 一 对 应 的 关系 , 那么 就 称 集合 于 具有 连续 
2 ” 统 势 。 例如 按照 这 个 定义 可 知 ， 疗 
辣 0<e<1 的 点 的 集合 本 身 ， 就 具 
有 连续 统 势 . 
由 图 1 可 以 看 出 ,任何 间隔 
AB 的 点 的 侈 体 具有 连续 统 势 ， 由 
几何 投影 的 方法 ， 建 立 了 它 的 点 与 
间隔 0<e<l 的 点 之 间 的 一 一 对 应 
关系 . 
不 难 证 明 ， 任 何 区 间 a<z<5 
与 直线 一 co<w< 十 oo 上 所 有 点 所 
组 成 的 集合 ,都 具有 连续 统 势 . 
图 工 更 为 有 趣 的 事情 是 正方 形 0< 
“<l, 0<y<l 的 点 的 集合 有 连续 统 势 ， 因 此 ， 和 粗略 地 说 ， 正 方形 
中 的 点 与 间隔 上 的 点 “一 样 多 ”。 





83. 实 数 ” 


数 的 概念 的 发 展 已 经 在 第 一 章 (第 一 卷 ) 中 详细 介绍 过 了 ， 现 
在 我 们 将 粗略 地 介绍 实数 的 理论 ， 这 个 理论 是 由 于 要 建立 分 析 的 
类 本 概念 ,在 十 九 世 纪 产 生 的 . 

有 理 数 ”我 们 假定 读者 已 经 熟悉 有 理 数 的 基本 性 质 ， 这 里 我 
们 只 回忆 一 下 这 些 性 质 ， 而 不 去 详细 令 述 它们 . 有 理 数 集合 是 由 
形 如 m/n 的 数 记 做 成 的 数 集 ， 此 处 m, 为 整数 ， 而 nm 二 0。， 有 理 
数 有 两 个 由 一 些 规律 (公理 ) 所 确定 的 运算 (加 法 与 乘法 )， 以 下 用 
9 b,c,… 来 表示 有 理 数 . 

IT. 加 法 公理 

1) sa+0=0 十 5 《交换 律 ) 。 

2) at+ (5+0)= (a+8) +e (结合 律 )。 

了 写 这 段 时 ,作者 与 关 尔 莫 果 治 夫 (人 A. 也 Eomoropos) 作 了 有 益 的 讨论 ， 


lo. 


3) 方程 a+z=b 
有 了 唯 -的 解 (存在 逆 运 算 ). 

由 这 些 公理 立刻 可 以 看 出 ， 表 达 式 < 二 8 十 ce 有 确定 的 意义 . 
存在 有 理 数 鹤 ( 零 元 素 ), 使 4 十 0 一 a. 又 存在 加 法 的 地 运算 一 一 诚 
法 , 因而 表达 式 5 一 a 是 有 意义 的 . 

从 代数 的 观点 来 看 , 对 于 加 法 的 运算 关系 , 全 体 有 理 数 做 成 交 

II， 霓 法 公理 

1 ab==Bba 《交换 律 ). 

2) albo) = (cb)” 《结合 律 ). 

3) 方程 ay=b 
当 wwr0 时 有 唯一 的 解 (存在 逆 运 算 )、 

由 这 些 公理 立即 得 知 , 表达 式 azc 是 有 意义 的 , 存在 有 理 数 1 
使 %"1=4。 又 对 于 异 于 堆 的 有 理 数 ， 存 在 道 运算 一 一 除法 。 因 此 
对 于 腿 法 运算 来 说 , 除 零 外 的 所 有 有 有 理 数 做 成 交换 群 . 

JII. 分 配 律 

1) (e+b)c 一 ac 十 pc. 

有 理 数 满足 所 有 的 公理 I 一 IIL， 对 于 加法 及 乘法 的 运算 关系 
来 说 , 全 体 有 理 数 组 成 一 个 所 谓 代数 域 . 

IV. 良 序 公理 

1) 对 于 任意 两 个 有 理 数 < 与 5， 在 下 面 三 个 关系 中 ， 有 一 个 
而 且 仅 有 一 个 成 立 ，5< 思 a>b 或 a=b. 

2) 若 a<b, b<o, 则 6<c. 

8) 车 a<b, 则 w+c<5-e (加 法 的 不 变性 ). 

由 若 a<5 与 c:>0, 则 ao<be 〈 乘 以 c>0 的 不 变性 ). 

市 于 所 有 这 些 公理 都 满足 , 所 以 我 们 称 有 理 数 集合 为 良 序 域 . 

除 有 理 数 外 , 还 有 其 他 事物 的 集合 也 满足 这 些 公 理 , 因而 也 是 
良 序 域 . 

我 们 还 应 该 注意 下 面 所 讲 的 有 理 数 的 两 个 重要 性 质 : 

黎 密 性 ”对 于 任何 有 理 数 4 与 5, 而 a<b, 总 可 以 找到 有 理 


ll. 


数 c, 使 得 a<e<b, 

可 数 性 ”全 休 有 型 数 的 集合 是 可 数 无 汇集 合 ( 见 2). 

量 的 度量 ”仅仅 考 蝶 晤 的 度量 这 梯 一 个 下 要 的 问题 ， 就 可 以 
看 出 ,对 二 数学 的 发 展 来 说 , 仅仅 有 有 理 数 关 不 足 的 ， 我 们 观察 一 
个 最 简单 的 例子 , 即 间隔 长 度 的 度 车 问题 

考虑 一 条 直线 ， 在 直线 上 确定 了 方向 . 康 点 (点 0) 及 单位 度 
是， 这 样 一 来 , 就 确定 了 六 点 在 十, 雪 , 省 ,一 凶 等 等 的 间隔 04 
一 般 说 米 ， 每 一 个 有 现 数 4 都 在 直线 上 对 应 一 个 点 4， 即 点 4 的 
坐标 2 一 4， 因此 a 就 表示 方向 为 04 的 间 虹 的 长 度 .然而 用 这 
个 方法 所 定义 的 长 度 ， 并 不 是 每 一 个 间隔 都 是 可 以 用 某 个 (有 再 ) 
数 米 度量 的 例如, 在 古 希 脆 时 就 已 经 芍 知 的 , 边 长 为 单位 的 正方 
形 的 对 角 线 的 长 度 ,就 不 能 用 任何 有 再 数 来 度量 。 换言之 ,直线 上 
的 点 多 于 有 理 点 ， 这 就 很 自然 地 引起 了 这 样 的 问题 一 建立 数 与 
直线 上 的 点 的 一 一 对 应 关系 , 也 就 是 进一步 扩充 数 的 概念 . 

实数 ”我 们 已 经 说 过 , 仅 用 有 理 数 去 度量 量 是 不 够 的 , 因而 数 
的 概念 应 当 进一步 扩充 ,使 数 与 直线 上 的 点 一 一 对 应 起 来 。 为 了 
这 个 目的 ,我 们 希望 弄 消息 ,仅仅 借助 于 有 再 点 是 否 可 能 确定 直线 
上 任意 点 的 位 置 ,从 而 类 似 于 有 理 数 的 构造 ,使 我 们 得 到 实数 的 概 
念 . 

命 a 为 直线 上 的 任意 点 , 于 是 所 有 的 有 理 点 a 可 以 分 成 两 类 
一 闫 是 位 于 a 左 方 的 全 体育 理 点 &, 另 一 类 则 是 位 于 a 有 方 的 全 
体 有 理 点 a， 如 果 这 两 类 有 一 交点 x( 候 如 “正好 是 有 理 数 ), 那么 
< 可 以 属于 任何 一 类 ， 有 再 点 的 这 种 分 类 就 称 为 分 割 ， 如 果 两 个 
分 审 的 左 方 与 右 方 的 有 理 点 都 是 相同 的 (至 多 除 掉 一 点 )， 那 么 就 
称 这 两 个 分 割 恒 等 ， 现 在 不 难看 出 , 不 同 的 点 “与 B, 所 确定 的 分 
制 也 是 不 同 的 ， 事 实 上 , 由 于 有 理 数 是 处 处 稠密 的 ,所 以 总 可 以 找 
出 两 个 有 理 数 ri 与 7+, 都 位 二 a 与 8 之 间 且 它们 都 不 等 了 a 或 
,那么 对 于 一 个 分 割 , 它们 位 于 其 右 方 ,对 于 另 一 个 , 就 位 于 其 左 
方 


因此 直线 上 每 一 点 都 确定 了 有 理 数 范围 内 的 一 个 分 割 .不 同 
的 点 对 应 不 同 的 分 割 . 值得 重视 的 是 分 审 也 可 以 用 与 此 多 少 有 些 
不 同 的 方法 来 定义 ,也 就 是 让 本身 不 出 现在 定义 内 。 把 有 理 数 
的 全 体 分 成 两 个 非 空 非 交 的 集合 4 与 娃 对 任意 &E4， 5EB 都 
有 4<5， 我 们 就 称 这 是 有 理 数 的 一 个 分 割 。 这 样 定义 的 分 割 ， 唯 
一 地 确定 了 一 个 点 ( 界 点 )。 换言之 , 借助 于 有 理 数 范围 针 的 分 害 
可 以 确 宪 直线 上 的 任何 点 。 这 种 构造 方法 是 德国 数学 家 戴 德 金 首 
创 的 , 因此 后 人 称 之 为 戴 德 金 分 割 . 

分 割 并 不 是 借助 于 有 理 点 来 确定 直线 上 任意 点 的 位 置 的 唯一 
可 能 的 方法 ， 普 道 讼 最 所 常用 的 是 下 面 要 讲 的 康 托 尔 的 方法 ， 重 
新 命 a 为 直线 上 任何 一 点 , 那么 总 可 以 找到 两 个 有 理 数 4。 与 5, 其 
距 商 小 于 任意 给 定 的 常数 ,使 < 位 于 与 5 之 间 . 这 样 一 来 , < 与 
5 就 确定 了 a 的 近似 位 置 .我 们 介绍 的 这 种 近似 确定 点 a 的 位 置 
的 过 程 可 以 不 断 延 续 下 去 , 使 每 作 一 次 , 精确 度 就 增加 一 次 ， 因 此 
得 到 了 端点 为 有 理 数 的 一 系列 的 间隔 [ww, 加， 满足 [ont 加 + 
三 [aw, 加 ] 及 加 一 os"0Or>co)， 满 足 这 些 条 件 的 诸 间 隔 ， 称 为 
闻 太 套 。 这 样 的 间隔 套 唯一 地 确定 了 点 a 的 位 置 . 

借助 于 有 理 数 类 似 的 构造 ,也 可 以 定义 实数 ， 进 一 步 , 我 们 将 
定义 实数 上 的 运算 关系 ， 使 之 满足 与 有 理 数 上 的 运算 关系 同样 的 
公理 。 现 在 由 于 直线 上 的 每 一 点 都 对 应 一 个 实数 , 且 其 逆 也 真 ,所 
以 沉 常 称 实数 的 全 体 为 数 轴 . 

连续 性 准则 ”有理 数 全 体 所 成 的 集合 与 全 体 实数 所 成 的 集合 
之 间 存 在 着 本 质 的 差别 , 那 就 是 实数 的 全 体 其 有 一 系列 的 性 质 , 它 
们 刻 划 出 这 个 集合 的 连续 特性 . 但 有 理 数 的 全 体 所 成 的 集合 却 不 
具有 这 些 性 质 。 这 些 性 质 就 称 为 连续 性 准则 。 现 在 我 们 列举 其 中 
重要 的 几 条 . 

莽 锦 金 准则 ” 若 将 所 有 的 实数 分 成 两 个 无 公共 元 素 的 非 空 集 
合 互 与 了 ,对 于 任意 的 26 是, ygEZ， 皆 满足 z<%， 那 么 存在 叭 
一 的 数 ( 界 )&, 对 于 任何 zE 瑟 ,JET 党 有 2z<E<y. 适合 a<w<5 
的 实数 > 的 全 体 ， 移 为 直线 上 的 间 踊 ， 我 们 记 之 为 [6, 外 车 
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康 托 尔 准则 ”对 于 任何 间隔 套 [co，zo] ,和 存在 一 个 而 且 只 存 
在 一 个 点 6, 它 属于 每 一 个 间 隐 [as, 5,]. 

魏 尔 斯 特 拉 斯 准则 ”每 一 递增 有 上 阐 的 实数 序列 都 收敛 . 

车 对 于 任何 e>0, 都 可 以 找到 自然 数 访 , 对 于 所 有 的 n> 他 
及 有 所 有 的 自然 数 p 此 有 

Jen+s— Zs) < 8, 

风 称 实数 序列 {zw} 为 基本 序列 . 

柯 西 准则 实数 的 每 一 基本 序列 都 是 收敛 的 . 

由 于 我 们 并 未 严整 地 建立 起 实数 来 , 因而 , 我 们 在 此 还 不 能 证 
明 这 些 准则 对 于 实数 是 正确 的 我 们 的 中 心目 的 在 于 研究 这 些 准 
则 彼此 之 间 的 关系 是 怎样 的 。 假定 对 于 实数 ,连续 性 准则 中 有 一 
个 是 正确 的 , 我 们 来 研究 如 何 由 此 推出 其 余 的 准则 . 
我 们 来 讨论 所 有 的 连续 性 准则 都 是 等 价 的 这 样 一 个 一 般 的 命 
题 . 2 

假如 , 1) 对 于 所 有 的 2E 如 ,组 有 5 2) 不 存在 5'<5 也 具 
有 性 质 了, 郊 么 就 称 5 为 集合 召 的 上 确 界 . 记 之 为 

b=supk. 

我 们 将 证 明 由 戴 德 金 准则 可 以 推出 下 面 的 定理 ， 每 一 非 空 有 
上 界 的 集合 如 都 有 上 确 界 ， 实 际 上 ,我们 将 所 有 的 实数 按照 下 面 
的 方法 分 成 两 类 玉 与 二。 若 有 cE 召 及 a>m 则 GE 了 若 对 于 
任何 a€ 加 沸 有 a<y, 则 4%E 了 ， 不 难 爱 出 , 这 是 一 个 分 割 。 由 戴 
德 金 准则 , 它 有 界 6 这 个 界 就 是 集合 五 的 上 确 界 . 

现在 来 证 明 由 戴 德 金 准则 可 以 推出 魏 尔 斯 特 拉 斯 准则 ， 命 
fn} 为 递增 有 上 界 的 实数 序列 ， 按 刚才 所 证 明 的 ， 它 有 上 确 界 &. 
由 上 确 界 的 定义 可 知 , ,< ln 一 1, 2, …)，, 且 对 于 任何 。>>0, 此 
可 以 找到 mw, 使 zo>6 一 8s， 由 于 序列 {fzw} 的 单调 性 , 立刻 得 知 对 
于 所 有 的 n>>mo 泗 有 5 一 ae<zn<E. 这 就 证 明了 fa 以 为 极 
限 . 
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为 了 证 明 戴 德 爹 非 则 与 苞 尔 斯 特 拉 斯 准则 之 间 相 反 的 关系 ， 
我 们 先 注意 , 由 妆 尔 斯 特 拉 斯 准则 可 以 推出 下 面 著名 的 准则 ， 

网 基 米 德 准则 ”对 于 任意 实数 。>9 与 5， 洛 有 自然 数 使 
tue2>b, 

这 一 准则 说 明了 对 于 任何 实数 5 序列 [ 忆 ]n=1 2，*…) 收 
合 于 宇 ， 

如 果 更 尔 斯 特 拉 斯 准则 成 立 , 而 阿 基 米 做 准则 不 成 立 , 那么 就 
有 有 这样 的 a>0, 使 序列 一 ma 有 界 ， 因 为 它 是 递增 的 ， 由 牧 尔 斯 
特 拉 斯 准则 , 知 它 有 极限 因此 区 亲 [一 务 , 引 ] 包含 有 序列 的 
基 个 点 一 ma， 但 是 tz (n+TDa>6, 这 与 是 {eo} 的 上 确 界 
相 矛 盾 . 

志 总 尔 斯 特 拉 斯 准则 可 推出 茂德 金 准则 、 将 所 有 的 实 至 分 成 
两 个 无 公共 元 素 的 集合 耻 与 了 ,对 于 任何 nE 并 ,9E 都 有 < 
我 们 来 三明 分 宙 有 具有 唯一 的 界 6， 命 mm 为 整数 ，m 为 自然 数 , 
记 双 是 形状 为 全- 了 的 数 中 最 天 的 一 个 , 此 处 e+ 小-EY. 因 
为 形状 为 子 - 的 数 包含 在 形状 为 东江 的 数 的 集合 之 中 ,所 以 mm 所 


msa。 除 此 而 外 ,序列 {zo} 是 有 界 的 (例如 不 超过 数 a+ 雪 )， 所 


以 由 瑶 尔 斯 特 拉 斯 准则 ， 它 有 某 个 极限 我 们 来 证 明 就 是 我 
们 的 分 割 的 界 。 事实 上 , 假若 2<é&, 那么 ZE 芒 ， 若 Yy>6, 由 阿 基 


米 德 准则 , 可知 存 在 % 使 世 <y 一 5 一 w 但 mw<6 or 下 EY 


而 y 一 上 十 a>m 十 芭 。 因 此 ayET. 

同样 可 以 建立 康 托 尔 准则 与 柯 西 准 则 的 等 价 性 ， 然而 , 有 时 
例如 由 柯 西 准则 的 成 立 ,并 不 能 推出 功德 全 准则 的 成 立 ， 正 确 地 
说 这 句 话 应 该 了 钥 为 下 面 的 意义, 存在 一 个 良 序 域 ,对 于 它 , 柯 丁 
准则 成 立 而 茂德 金 准 刚 不 成 立 ， 但 假若 可 先 就 已 假定 了 阿 基 阔 和 
准则 成 立 , 那么 所 有 这 四 个 准 网 都 是 等 价 的 。 
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连续 统 非 可 数 无 限 “我 们 现在 来 证 明 ， 间 隔 0<z<1 中 全 体 

点 所 成 的 集合 不 是 可 数 无 中 的 ， 假 定 间 跑 0<*<1 中 全 体 点 所 成 

的 集合 是 可 数 无 限 的 , 那么 可 以 借助 于 自然 数 , 将 这 个 间隔 中 记 有 
的 点 2 标记 成 为 

gy, Ta, 7 a (DD 

在 间 打 [0, 口 中 ， 选取 长度 小 于 了 的 癌 了 Ca 人 了 24。 这样 


的 辣 隧 确实 能 找到 ， 然 后 在 wa 里 找 出 长 度 不 超过 和 的 间隔 ca, 
而 03 不 包含 m 与 mm， 一 般 说 来 ， 当 我 们 已 经 选 好 了 ow-1 之 后 ， 
我 们 再 在 里 面 截取 长 度 不 超过 去 的 间隔 co， 而 ov 不 包含 点 ma 
aa …， 32， 用 这 样 的 方法 建立 了 间隔 的 无 限 序列 
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序列 中 每 个 间 隐 都 包含 在 它 前 曙 的 那个 间隔 之 中 ， 而 这 些 间隔 的 
长 度 , 当 久 趋 近 于 无 限时 趋 于 零 。 由 康 托 尔 准 则 ( 见 第 14 页 ) 可 
知 ， 间 隔 [0, 1 中 有 唯一 的 点 m,， 属于 所 有 的 间隔 0,， 因 为 按照 
我 们 的 假定 ，[0, 二 中 所 有 的 点 都 已 经 写 入 序列 (1), 所 以 所 有 的 
的 公共 点 w 必定 与 这 个 序列 中 的 某 个 点 zm 相 一 致 、 但 是 按照 
om 的 构造 , 它 不 包含 zw 因此 z 守 sm， 这样 一 来 ,我们 得 到 一 个 矛 
后 的 结果 ， 记 以 假定 -0, 1] 中 所 有 的 点 所 成 的 集合 是 可 数 无 限 
集合 是 不 正确 的 。 因 此 问 喇 [0, 1 中 所 有 的 点 不 是 可 数 无 限 的 ， 
命题 证 完 ， 

这 一 定理 说 明了 存在 不 同 的 盛 限 势 ， 因 此 也 就 给 第 8 页 中 第 
一 个 问题 以 正面 的 回答 . 


84. 点 集 


在 前 一 节 里 , 我 们 已 经 遇 到 过 以 点 为 元 素 的 集合 , 特别 , 我 们 
考察 了 某 个 间隔 全 部 点 做 成 的 集合 ， 正 方形 0<z<1, 0<%<1 内 
所 有 的 点 (z, 9) 做 成 的 集合 .现在 我 们 将 要 更加 仔细 地 来 研究 这 
些 集合 的 注 质 . 
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元 素 为 点 的 集合 称 为 点 集 , 因此 有 直线 上 的 点 集 ,平面 上 的 点 
集 , 任意 空间 中 的 点 祭 ， 为 了 简单 起 见 , 我 们 仅仅 考 志 直线 上 的 点 

直线 上 的 点 与 实数 之 问 存 在 着 紧密 的 联系 ， 每 一 个 实 糙 都 可 
以 在 直线 上 找到 它 所 对 应 的 点 , 且 其 逆 也 真 ， 所 以 谈 到 点 集 , 总 有 
把 它 看 作 是 由 实数 作成 的 集合 一 一 数 轴 上 的 集合 。 反之 , 我 们 也 
常常 由 集合 内 所 有 点 的 坐标 来 给 出 直线 上 的 点 集 . 

点 集 ( 正 确 地 说 是 直线 上 的 点 集 ) 具 有 一 系列 特殊 的 性 质 ， 伏 
之 与 一 般 的 集合 有 所 区 别 ， 从 而 点 集 本 身 的 理论 也 是 数学 的 一 个 
分 支 ， 首先 两 点 之 间 的 距离 是 有 意义 的 , 其 次 , 在 直线 上 的 点 之 癌 
可 以 建立 次 序 的 关系 ( 左 或 右 ), 也 就 是 说 直线 上 的 点 是 良 序 集合 
最 后 , 我 们 已 指出 , 对 于 直线 米 说 , 康 托 尔 准则 是 正确 的 ， 这 一 性 
质 直接 刻 划 了 直线 的 秋 密 性 。 

我 们 来 引进 直线 上 最 简单 的 集合 的 记号 . 

间隔 [a, 5] 表示 坐标 满足 不 等 式 o<<<8 的 点 的 集合 . 

区 间 (4, 5) 表示 坐标 满足 条 件 <<x<<) 的 点 的 集合 . 

半 区 间 [4, 5) 与 (a, 站 ， 分 别 表 未 适合 条 件 ge<z<b 与 
a<z<b 的 点 的 集合 

区 问 或 半 区 间 可 能 是 非 正 规 的 例如 (一 oe， oe) 表示 直线 上 
点 的 全 体 ， 又 例如 (一 co, 3] 表示 满足 x<3 的 点 的 全 体 做 成 的 集 


合 。 


我 们 首先 来 研究 集合 在 直线 上 的 位 置 的 种 种 可 能 性 . 

有 界 的 与 无 界 的 集合 ”直线 上 的 点 集 加， 或 者 是 由 与 原点 相 
距 不 超过 某 一 正常 数 的 点 所 做 成 的 ， 或 者 它 具有 与 原点 相距 超过 
任意 给 定 的 大 的 常数 的 点 。 在 前 一 种 情况 , 我 们 称 召 为 有 界 的 集 
合 ; 在 后 一 种 情况 , 见 称 瑟 为 无 界 的 集合 。 例 如 间隔 [0, 切中 全 体 
点 所 成 的 集合 为 有 界 集合 ,而 全 体 整 数 所 成 的 集合 则 为 无 界 集合 

不 难 硕 世 ,如果 “是 直线 上 的 一 个 固定 的 点 ， 那 么 召 有 界 的 
充分 且 必 要 的 条 件 半 ， 对 于 任何 2E 如, % 与 4 的 距离 都 不 超过 某 
一 正常 数 ， 





有 上 界 与 有 下 界 的 集合 命 妃 为 直线 上 的 点 集 , 车 在 直线 上 
存在 一 个 点 4, 使 召 的 任何 点 z 都 位 于 和 4 的 左 方 , 则 称 集合 如 有 
上 界 、 类似 地 ,如果 直线 上 有 一 点 2, 使 召 的 任何 点 2 都 位 于 4 的 
右 方 , 旭 称 集合 五 有 下 界 ， 这 样 一 来 , 直线 上 有 正 坐 标的 全 体 点 
所 成 的 集合 有 十 界 , 而 有 负 举 标的 全 体 点 所 成 的 集合 , 则 有 上 界 ， 

车 直线 上 的 集合 巴 有 上 界 与 下 界 , 则 称 如 是 有 界 的 、 那么 显 
然 , 上 面 引入 的 关于 有 界 和 集合 的 定义 是 与 此 等 价 的 ， 虽然 这 两 种 
定义 是 如 此 相似 , 但 在 它们 之 间 还 是 存在 着 本 质 的 差别 , 第 一 个 定 
义 基于 点 之 间 有 一 个 确定 的 距离 ， 第 二 个 定义 则 基于 点 集 是 良 序 
集 . 

如 果 集 合 位 于 某 闻 隔 fw, 妇 之 中 ， 则 称 此 集合 为 有 界 集合 
这 也 是 定义 有 界 集合 的 一 种 方法 . 

集合 的 上 确 界 与 下 确 界 ” 命 如 是 有 上 界 的 集合 ,那么 在 直线 
上 存在 点 4， 在 其 右 方 没有 集合 如 的 任何 点 ， 由 康 托 尔 准则 ， 可 
知 在 诸 44 之 中 , 有 一 个 位 于 最 右 端 ， 这 点 称 为 集合 召 的 上 确 界 ， 
网 样 可 以 定义 点 集 的 下 确 界 . 

如 果 集 合 召 本 身 有 一 点 位 于 所 有 点 的 右 方 ， 那么 这 一 点 就 是 
如 的 上 确 界 ， 但 是 我 们 不 妨 假定 集合 五 本 身 没有 位 于 最 右 端的 
点 , 例如 坐标 为 
i 
于 5 
的 虚 集 有 上 确 界 , 但 没有 位 于 最 右 方 的 点 ， 在 这 种 情形 之 下 , 集合 
如 的 上 确 界 4 不 局 于 召 , 但 与 4 相距 任意 近 的 地 方 ,都 有 召 的 点 。 
在 上 例 中 , a=1. 

直线 上 任意 点 对 于 点 集 的 位 置 。 命 召 为 点 集 而 2 是 直线 上 
的 任意 点 ， 我 们 米 研 究 集合 召 与 点 2 的 各 种 可 能 的 位 置 ， 有 下 
列 各 种 可 能 情形 ; 

1 点 2 及 与 充分 接近 的 点 都 不 属于 集合 召 . 

2， 点 w 不 属于 如, 但 不 管 与 距离 多 近 , 都 有 集合 如 的 另外 
的 点 . 
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A 
可 可， 


3 点 “属于 已 但 所 有 与 = 尼 够 接近 的 点 ,都 不 属于 如 ， 

4. 点 = 属于 ,而 不 沦 距 2 多 近 , 都 有 集合 召 的 以 外 的 

在 情形 1 称 2 是 集合 如 以 外 的 点 ;在 情形 3， 称 “为 集合 
的 孤立 点 ;在 情形 2 与 4, 则 称 = 为 集合 召 的 极限 点 . 

因此 ,如果 “ 世 怠 , 则 点 2 或 者 是 集合 五 以 外 的 点 ,或 者 是 它 
的 极限 点 ， 但 如 果 z€ 恕 ， 则 它 泪 者 是 妃 的 孤立 点 ， 或 者 是 召 的 
极 申 点 . 

极限 点 可 以 属于 党 合 ,也 可 以 不 属于 集合 妃 ， 极 限 点 的 特 
征 是 无 论 距 它 多 么 近 . 都 有 集合 妃 的 点 ,也 就 是 说 , 如 果 任意 包 售 
4 的 区 网 8 都 包含 无 限 多 个 属于 集合 马 的 点 ,那么 = 就 是 点 集 如 
的 极限 点 。 极 限 点 的 概念 是 点 集 理 论 最 重要 的 概念 之 一 . 

如 果 点 二 及 与 = 足够 接近 的 点 都 属于 集合 加， 那么 称 2 为 集 
合 盏 的 内 点 。 若 点 二 既 非 五 以 外 的 点 ,又 非 至 的 内 点 , 则 称 为 点 
集 万 的 界 点 . 

我 们 试 举 车 干 个 例子 来 说 明 所 有 这 些 概念 。 

例 工 命 集合 本 是 由 坐标 为 





B 


的 点 组 成 的 。 那么 这 个 集合 的 每 一 个 点 都 是 它 的 孤立 点 .0 是 集 
合 取 的 极限 点 (不 属于 此 集合 )， 而 直线 上 其 你 的 点 都 是 妃 ; 以 外 
的 点 ， 

例 & 命 BB 是 出 [0, 二 中 所 有 有 理 数 所 成 的 集合 ， 这 个 集 
合 没 有 孤立 点 。 闻 陋 [0, 二 中 所 有 的 点 都 是 Bs 的 极限 点 ， 而 友 
线 上 剩 下 来 的 点 则 都 是 ,以 外 的 点 。 显 然 任 可 的 极限 点 之 中 ， 
有 些 属于 Es, 有 些 则 不 属于 五 :. 

例 8 命 ,为 癌 隔 [0, 二 中 所 有 的 点 所 成 的 集合 ， 正 如 前 
例 一 样 , 集合 巴 s 没有 孤立 点 . [0, 1] 中 所 有 的 点 都 是 本 的 极限 
点 ， 但 和 前 例 不 同 藤 是， Es 所 有 的 极限 点 都 属于 Es. 

例 4 命 如, 是 由 直线 上 以 加 数 为 坐标 的 点 所 成 的 集合 . E 
的 每 一 个 点 都 症 孤 立 点 。 瑟 没有 极限 点 - 


我 们 注意 ， 对 于 倒 3， 区 问 (0, 1) 中 每 一 点 都 是 Bs 的 内 点 . 
而 对 于 例 2, 则 间隔 [0, 七 中 的 每 一 点 都 是 也, 的 界 点 . 

由 以 上 所 举 的 例子 可 以 看 出 ， 直 线 上 的 无 限 点 集 可 以 有 孤立 
点 (例如 壤 ， 如 ,也 可 以 没有 (例如 Ba， 孤立 点 ， 同 样 ， 它 可 
以 有 内 点 (例如 如 )， 也 可 以 没有 内 点 (例如 召 。 加 a， 如,})。 除 例 4 
中 的 集合 吾 : 没有 一 个 极限 点 以 外 ， 其 余 诸 例 中 的 集合 都 有 极限 
点 。 下 面 邑 将 证 山 的 非常 重要 的 定理 指出 , 这 个 现象 和 集合 杞 
的 无 界 性 有 着 密切 的 关系 . 

波 尔 察 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ”任何 直线 上 的 有 界 无 限 点 集 
至 少 有 一 个 极限 点 . 

证 命 五 表示 直线 上 的 有 界 元 限 点 集 .因为 己 有 界 , 所 以 
它 一 定位 于 某 个 间隔 [4, 外] 之 中 ， 把 这 个 间隔 平分 一 下 ， 因 为 集 
合 召 十 无限 点 集 , 所 以 这 两 个 间 尖 中 至 少 有 一 个 包含 无 限 多 个 有 
的 点 。 我 们 记 这 个 间隔 为 c: (如 果 [&, 5] 的 两 个 小 问 踊 都 含有 无 
限 多 个 点 集 召 的 点 ,那么 0 就 取 作 例 如 左边 的 那个 间隔 )。 然 
后 , 我 们 青 把 wa 分 成 长 度 相等 的 两 个 间隔 , 在 这 两 个 间隔 之 中 , 至 
少 府 一 个 包含 无 限 多 个 点 集 召 的 点 ， 我 们 记 这 个 间隔 为 rs， 我 
们 不 断 地 悉 续 这 个 手续 , 即 把 间隔 平分 为 丙 个 等 长 的 小 间 阳 ,而 取 
那个 包含 无 腿 多 个 点 集 如 的 点 的 那个 小 问 邮 。 这样 一 来 ,我 们 获 
得 了 间隔 的 序列 cz，c>，…，co，…。 这 个 序列 具有 这 样 的 性 质 ， 
每 一 间 陋 cwi 包含 在 它 前 面 的 那个 间 甩 0, 之 中 ; 每 一 间隔 都 包 
含 无 限 多 个 点 集 召 的 点 ; 间隔 co 的 长 度 趋 于 零 ， 前 两 个 性 质 , 由 
序列 的 构造 立刻 得 知 ， 我 们 注意 , 车 [a, 5] 的 长 度 为 , 则 间隔 cy 
的 长 度 为 2"， 由 此 得 出 最 后 一 个 性 质 的 证 明 ， 由 康 托 尔 准 则 可 
知 存在 唯一 的 点 m, 属于 所 有 的 间隔 c。 我 们 现在 来 证 明 = 是 点 
集 召 的 极 腿 点 .为 此 只 要 证 明 ， 若 8$ 是 任 一 含有 点 = 的 区 间 ， 则 
5 含有 无 限 多 个 点 集 召 的 点 。 因为 每 一 0。 包 有 点 %, 而 ou 的 长 
度 趋 于 0, 所 以 当 充 分 大 时 ， 间隔 就 整个 包含 在 3 之 中 . 由 
于 mm 包 有 无 限 多 个 点 集 吾 的 点 ， 因 此 点 = 是 点 集 五 的 极限 点 。 


20 。 





习题 “证明: 如 果 集合 已 有 上 界 , 但 没有 位 于 最 右 端的 点 ， 那 
么 它 的 上 确 田 必 为 五 的 极限 点 (但 不 属于 至 )。 

闭 集 与 开 集 ”点 集 理论 的 基本 问题 之 一 是 研究 各 种 类 型 的 点 
集 的 性 质 ， 我 们 将 向 读者 介绍 这 个 理论 的 两 个 例子 。 在 此 我 们 要 
研究 所 谓 闭 集 与 开 集 ， 

车 一 个 集合 含有 它 所 有 的 极限 点 , 褒 称 这 个 集合 为 团 集 ， 没 
有 一 个 极限 点 的 集合 , 也 被 称 为 采集 ， 除 了 自已 的 极限 点 之 外 , 河 
集 也 可 以 包含 孤立 点 。 如 果 集 合 的 每 一 个 点 都 是 它 的 内 点 ， 则 称 
此 集合 为 开 集 . 

我 们 来 介绍 一 些 闭 集 与 开 集 的 例子 ， 每 一 个 间隔 [&, 如 都 是 
闭 集 . 每 一 个 区 同 (6, 5) 都 是 开 集 ， 非 正则 的 半 区 同 (一 oo, 9] 与 
[a，oo) 都 是 闭 集 ， 耐 非 正则 的 区 间 《〈 一 co, 5) 与 (a, oo) 都 是 开 
集 ， 直线 上 所 有 点 的 集合 既是 闭 集 又 是 并 集 。 常常 把 空 集 也 看 作 
是 既 闲 又 开 的 集合 ， 直 线 上 任 一 有 限 多 个 点 的 集合 都 没有 极限 
点 ,所 以 是 闭 集 .由 下 面 的 点 

时 
i 
做 成 的 集合 是 闭 的 ; 这 一 集合 有 唯一 的 属于 自己 的 极限 点 = 一 0. 

我 们 的 问题 在 于 弄 清楚 任意 闭 集 与 开 集 的 构造 是 怎样 的 。 为 
此 我 们 引进 一 系列 有 用 的 事实 ,但 都 不 加 以 证 跨 了 . 

1， 任意 多 个 闭 集 的 交集 仍 是 亲 集 . 

2， 任 意 多 个 开 集 的 和 集 仍 为 开 集 . 

8， 若 闭 集 有 上 界 ， 则 它 以 自己 的 点 为 上 确 界 ， 同 样 , 若 闭 集 
有 下 界 , 则 它 以 自己 的 点 为 下 硫 界 . 

合 召 为 直线 上 任意 点 的 集合 .直线 上 不 属于 集合 吾 的 点 指 
全 体 ， 称 为 集合 妃 的 补 集 , 示 之 以 CB， 显然 , 车 为 集合 五 以 外 
的 点 , 则 = 是 集合 OR 的 内 点 ， 其 道 也 真 . 

4 若 集 合 王 是 局 的 , 则 其 补 集 OZ 是 开 集 ， 其 逆 也 真 . 

命题 十 说 明了 在 闭 集 与 开 集 之 间 有 着 非常 紧 宿 的 联系 ， 一 个 
是 男 一 个 的 补 集 . 正 因为 如 此 ,我 们 只 要 研究 闭 集 或 开 集 机 者 之 一 
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即 可 。 一 种 类 型 的 集合 的 性 质 部 悉 后 , 另 一 种 类型 的 集合 的 性 质 
四 着 也 就 消 切 了 。 例如 ， 每 一 开 集 都 可 以 由 直线 上 去 掉 若 干 个 闭 
集 而 得 到 

我 们 开始 研究 闭 集 的 性 质 ， 先 引进 一 个 定义 ， 命 卫 为 闭 集 ， 
若 区 间 (a, 5) 中 任意 点 都 不 属于 集合 了 ,但 4 与 5 局 于 集合 了 敢 
么 就 称 具有 这 样 性 质 的 区 间 (4, 5) 为 集合 的 邻 谈 区 间 ， 和 如果 4 
(或 丰 属 于 集合 了 ， 而 也 与 非 正 规 的 区 间 (4, co) (或 (一 0, 5)) 
无 公共 交点 ， 我 们 也 称 这 种 非 正规 的 区 间 为 集合 了 的 邻接 区 间 ， 
我 们 来 证 明 ， 若 不 属于 闭 集 F, 则 它 一 定局 于 集合 了 的 茶 一 令 
接 区 间 . 

我 们 以 了 ,表示 集合 玉 位 于 器 方 的 部 分 ， 因 为 点 本身 不 
局 于 集合 了 ,所 以 可 以 卖 示 为 交集 的 形状 

Fs=F.[w, oo). 

因为 集合 了 与 [z, co) 都 是 闭 集 , 因此 由 命题 工 得 知 集合 了 
也 是 闭 的 、 若 集合 7 为 空 集 , 那么 整个 半 区 间 [z，cc) 中 都 没有 
集合 五 的 点 ， 现 在 我 们 假定 集合 了 是非 空 的 .因为 7 整个 位 
于 半 区 间 [z, co) 中 ,所 以 , 它 有 下 界 ,我 们 以 5 胡 示 它 的 下 确 界 ， 
由 命题 8 可 知 , 5EFs, 所 以 5E 了， 进而 言 之 , 因为 8 是 集合 有 
的 下 确 界 ,所 以 半 区 间 [z, 4) 位 于 5 之 左 方 , 且 不 含 集合 fr 的 点 ， 
所 以 不 含有 集合 的 点 ， 因 此 我 们 建立 了 半 区 间 [z, 5), 它 不 包 
合集 合 也 的 点 ， 而 5 属于 集合 了 或 5=co， 类 似 地 可 以 建立 
(a 有], 它 也 不 包 合集 合 了 的 点 , 且 4 一 一 co 或 4E。 现在 已 经 
证 明了 区 间 (o 5) 包 含 点 2 并 且 是 集合 了 的 邻接 区 间 。 不 难看 
出 ,假若 (a1, 8) 与 (ca, 5) 是 集合 了 的 两 个 邻接 区 间 , 那么 这 两 个 
区 间或 者 重合 ,或 者 无 交点 

由 上 述 立 刻 推 基 ,直线 上 每 一 个 闭 集 了 ,都 可 以 由 直线 上 去 掉 
若干 个 区 间 而 得 到 ， 即 去 掉 集 合 的 分 搂 区 间 而 得 到 ， 因 为 每 一 
个 区 间 中 至 少 包含 一 个 有 再 点 ， 而 直线 上 所 有 汐 有 理 点 是 可 数 无 
限 集合 , 由 此 可 知 , 所 有 的 邻接 区 则 的 个 数 不 多 于 可 数 无限 多 个 . 
芍 得 地 后 的 铺 论 : 每 一 直线 上 的 闭 集 , 可 以 由 直线 上 去 掉 不 超过 可 
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数 无 限 多 个 不 相交 的 区 间 而 得 到 . 

上 命题 4 立即 推 知 ， 每 一 直线 上 的 开 集 都 可 以 志 为 不 超过 可 
数 无 限 多 个 不 相交 的 区 间 之 和 ， 由 命题 1 与 2 同样 也 得 知 , 如 上 
法 构成 的 集合 , 的 确 是 奢 ( 开 ) 的 . 

由 下 面 的 例子 可 以 看 出 , 六 集 可 以 有 非常 复杂 的 结构 . 

康 托 尔 完全 集合 ”我们 建立 一 个 特殊 的 交集 ， 它 有 许多 奇妙 
的 性 反 ， 首 先 在 直线 上 移 直 非 正规 的 区 间 ( 一 co, 0) 与 (1, co) ,于 
是 我 们 得 到 间隔 [0, 切 ， 我 们 再 移 去 这 个 间隔 中 间 的 三 分 之 一 的 
那个 区 间 二， 号 )， 然 后 , 在 每 个 国 下 来 的 间 现 [o, 圭 ] 与 [名 , 1] 
中 移 去 其 中 间 的 三 分 之 一 的 那个 区 间 。 这 种 移 去 利 下 来 的 间 
的 中 间 的 三 分 之 -那个 区 同 的 手续 , 可 以 不 断 地 进行 下 去 . 把 所 有 
这 些 区 间 欧 去 后 , 在 直线 上 科 下 来 的 点 的 集合 , 称 为 康 托 尔 完全 集 
合 ， 我 们 以 字母 一 示 之. 

我 们 来 研究 这 个 集合 的 某 些 性 质 ， 因 为 集合 卫 是 由 直线 上 
不 断 条 去 车 二 不 相交 的 区 间 而 得 到 的 ， 所 以 集合 了 为 闭 集 ， 又 大 
为 在 每 次 被 移 去 的 区 间 的 端点 都 属于 P, 所 以 集合 卫 是 非 空 的 . 

如 果 闭 集 不 包 言 孤立 点 ， 也 就 是 说 这 个 集合 所 有 的 点 都 是 极 
服 点 , 郑 么 就 称 闭 集 卫 为 完全 集 ， 现 在 我 们 来 证 明 , 集合 了 其 完 
全 集 ， 实 蒜 上 ， 如 果 某 个 点 2 是 集合 一 的 孤立 点 ， 那 么 它 就 是 这 
个 集合 的 某 两 个 邻接 区 间 的 公共 端点 ， 但 是 由 集合 了 的 构造 可 
以 看 出 , 它 的 邻接 区 同 并 无 公共 端点 . 

斥 合 己 中 不 包 合 任 何 区 间 。 事 实 上 ， 假若 有 基 个 区 间 8 整个 
都 属于 集合 PP， 那么， 它 一 定 展 于 构造 王 的 过 程 的 第 ” 步 所 奖 得 
的 间隔 之 一， 但 这 是 不 可 能 的 ， 此 万 因为 当 mw ce 时 每 个 间隔 的 
长 度 都 趋 于 堆 、 

可 以 征明, P 具有 和 连续 统 势 。 特别 由 此 推出 康 托 尔 完全 集 除 
了 包含 邻接 区 间 的 端点 外 , 还 包含 一 些 其 他 的 点 ， 此 万 由 于 邻接 
区 间 仅仅 构成 可 数 无 限 集 . 

各 种 不 同类 型 能 点 集 涡 常 出 现在 各 个 数学 分 支 之 中 ， 对 于 研 
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究 许多 数学 问题 ， 训 严 这 些 性 质 是 完全 必要 的 。 点 集 的 理论 对 于 
救 学 分 析 及 拓扑 学 有 着 根本 性 的 重要 意义 .。 

我 们 试 举 若干 二 典 分 析 分 支 内 的 点 集 的 例子 ， 命 (加 ) 是 问 
后 [we, 如 上 的 连续 酌 数 ， 固 定数 w 考虑 适合 f(z) 之 a 的 点 2 的 天 
合 ， 不 难 证 明 ， 这 个 集合 是 间隔 [a, 四 上 的 闭 集 ， 同样 可 知 适合 
f(z) >a 的 点 < 的 集合 ， 是 区 间 (a, 5) 上 的 开 集 G. 若 户 (z)， 
户 ()，…， fz)，… 是 间隔 [4, 5] 上 的 连续 函数 序列 ， 则 使 这 个 
函 教 序列 收敛 的 点 “的 集合 , 不 会 是 任意 的 , 而 是 属于 一 个 尘 企 确 
定 的 类 型 的 点 集 。 

研究 点 集 构造 的 数学 分 支 称 为 指 述 集合 论 ， 苏 联 数学 家 一 
梨 金 及 其 学 生 亚 历 克 山 大 洛 夫 、 苏 斯 林 、 痪 尔 英 果 洛 夫 、 拉夫 抢 浇 
夫 、 诺 维 科 夫 、 饥 尔 迪 什 、 李 雅 普 诺 夫 等 等 ,在 描述 集合 论 的 发 展 
上 ,树立 了 巨大 的 功 助 . 

重金 和 他 的 学 生 的 研究 ， 阳 明了 在 描述 集合 论 与 数理 逻辑 之 
间 有 着 深刻 的 联系 ， 绚 述 集合 论 所 引起 的 困难 (特别 是 关于 各 种 
集合 的 势 的 定义 问题 ) 是 属于 人 迎 辑 性 的 因 难 ， 反 之 , 数理 逻辑 的 广 
法 能 更 深刻 地 去 洞 峙 指 述 集合 论 方面 的 某 些 回 题 . 


85, 集合 的 测度 


集合 的 测度 概念 是 间隔 长 度 的 概念 的 进一步 推广 .在 最 简单 
的 博 形 (也 就 是 现在 所 仅仅 考 卉 的 请 况 ) 下 ， 问 题 在 于 如 何 给 出 不 
仅 是 对 于 间 喇 而 且 是 对 于 直线 上 更 为 复杂 的 点 集 的 长 度 概念 . 

我 们 给 间隔 [0, 匡 以 长 庶 1。 那 么 显然 ， 任 意 间 隔 [4, 四 的 
长 度 就 等 于 8 一， 同样 ， 如 果 有 两 个 不 相交 的 间隔 [my, &4] 与 
[ea, 5a1, 那么 由 这 两 个 问 隔 的 点 所 构成 的 集合 召 的 长 度 显然 就 是 
(81 一 Q1) 十 (5 一 Ge; 然而 如 何 得 出 直线 上 更 为 复杂 的 集合 的 长 
度 ， 仍 然 是 不 消 楚 的 . 例如 本 章 8$ 4 所 讨论 的 康 托 尔 集合 卫 的 长 
度 等 于 什么 ? 因此 , 直线 上 集合 的 长 度 概念 需要 有 严格 的 数学 意 
是 
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集合 的 长 度 的 定义 问题 , 或 者 说 是 集合 的 测度 问题 ,是 非常 天 
要 的 . 因为 它 对 于 区 问 机 念 的 礁 广 有 着 本 质 的 意义 ， 集 合 的 测度 
的 概念 在 范 数 论 的 一 些 问 题 上 常用 到 , 同样 在 概率 论 、 拓 扑 学 、 江 
函 分 析 等 方面 也 用 到 . 

以 'F 我 们 来 外 述 集合 的 测度 的 定义 ， 这 是 法 国 数学 家 勒 贝 格 
提出 的 ， 这 一 定义 是 他 定义 积分 的 基础 . 

开 集 与 闭 集 的 测度 ”首先 我 们 来 定义 任意 开 集 与 任意 闭 集 的 
测度 ， 在 $4 已 经 阐明 ， 直 线 上 的 每 一 个 开 集 都 是 有 限 多 个 或 可 
数 无 限 多 个 两 两 不 相交 的 区 则 的 和 . 

构成 开 集 的 区 间 的 长 度 之 和 称 为 开 集 的 测度 。 

因此 , 如 果 

G 一 (co bh) 
而 区 间 (%，b0 是 两 下 不 相 交 的 : 那么 G 的 测度 就 等 于 且 (6, 一 a0). 
我 们 一 般 用 ww 如 来 记 集 合 刀 的 测度 因此 
HG-— Zh- a). 
特别 可 知 , 一 个 区 间 的 测度 等 于 它 的 长 度 
pla, b)—b—a, 

每 一 个 包含 在 间隔 [w, 缮 中 的 闭 集 环 ,只 要 间隔 [w, 中 ] 的 端点 
属于 8, 都 可 以 由 [e, 纪 中 去 掉 某 个 开 集 G 而 得 到 因此 ， 同 陨 
[a, 妇 的 长 度 与 互 的 补 集 ( 关 于 [a, 雪 )， 即 开 集 G 的 测度 之 盖 就 
称 为 闭 集 PS [fa 妇 的 测度 ,此 处 oaE, bE 

因此 

pF=(b—@)— nd. (2 
不 难看 出 ,依照 这 个 定义 , 任意 间隔 的 测度 等 于 它 的 长 度 
Hi[a, b] ~b—a. 
而 由 有 限 多 个 点 做 成 的 集合 的 测度 等 于 零 ， 

测度 的 一 般 定义 ”为 了 给 出 比 闭 集 与 开 集 更 为 一 般 的 集合 的 
测度 的 定义 , 我 们 需要 一 个 辅助 概念 。 命 如 是 某 个 同 隔 [4, 8] 上 
的 集合 ， 我 们 考虑 集合 如 所 有 的 可 能 的 遮盖 , 即 所 有 的 包含 集合 
石 的 可 能 的 开 集 下 (22)。 每 一 个 集合 了 ( 吾 ) 的 测度 都 已 经 确定 好 
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了 .所 冯 的 集合 也 ( 百 ) 的 测度 的 全 体 是 某 些 正 数 的 集合 。 这 个 数 
集 有 下 界 ( 例 如 数 零 ), 因此 有 下 确 界 .我 们 记 之 为 ke 至 ， 数 joB 
称 为 集合 五 的 外 测度 . 
命 jw 表示 集合 召 的 外 测度 ， 而 tke0 恕 表示 它 对 于 间隔 
[a, 妇 的 补 集 的 外 测度 。 
如 果 关 系 式 
peB+iOB=b—a (3) 
成 立 , 就 称 集合 已 是 可 测度 的 ， 而 数 jo 妃 就 称 为 它 的 测度 ; 4 忆 一 
Ai 如 果 关 系 式 (3) 不 满足 , 就 称 集合 召 是 不 可 测度 的 .不 可 测 
的 焦 仓 不 具有 测度 。 
我 们 注意 
peB+iuCB>b -a (9 
总 是 成 立 的 。 
我 们 作 此 说明， 简单 的 集合 (例如 区 间 与 间隔 ) 的 长 朗 具 有 许 
多 值得 注意 的 性 质 。 现 在 列举 其 中 重要 的 一 些 ， 
1， 假 若 集合 及 与 召 都 是 可 测 的 ,而 且 到 三 也, 那么 
BuB. 
即 集合 召 的 一 部 分 的 测度 不 超过 整个 集合 及 的 测度 . 
2. 假若 集合 配 与 五 ,都 可 测 ， 那 么 集合 用 一 本 十 召 也 可 
测 , 而且 
p(Byt+ Ea) <pB tpB,. 
即 集合 的 和 的 测度 不 超过 集合 的 测度 之 和 . 
3. 假若 集合 也 (i~1, 2 …) 都 可 测 ， 而 且 两 两 不 相交 ， 
及 Bi 一 9(i 守 j), 则 其 和 召 ~ 呈 局 ,也 可 测 , 且 
LE DB) -EB 
即 有 限 多 个 或 可 数 无 限 多 个 两 两 不 相交 的 集合 之 和 的 测度 等 于 这 
些 集 合 的 测度 之 和 . 
称 测度 的 这 一 性 质 为 它 的 完全 可 加 性 . 
4. 如 果 和 集合 经 过 刚体 运动 , 它 的 测度 是 不 改变 的 . 
可 知 期 望 ， 长 度 的 基本 人 性质 对 于 更 一 般 的 测度 来 说 ， 仍 然 保 
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存 ， 假如 我 们 给 直线 上 任意 点 集 以 测度 的 话 ， 可 以 完全 严格 地 证 
明 这 是 不 可 能 的 。 所 以 根据 上 面 所 给 出 的 定义 ,有 可 测 的 , 即 有 测 
度 的 集合 , 也 有 不 可 测 的 , 即 没有 测度 的 亿 合 ， 由 于 可 调集 合 是 如 
此 之 多 ， 以 臻 于 我 们 并 不 感到 有 任何 本 质 的 不 方便 。 甚至 连 造 出 
一 个 不 可 测 的 集合 的 济 子 , 也 还 不 是 很 容易 的 . 

我 们 试 举 某 些 可 测 集合 的 例子 . 

例 】 碌 折 生 兴 人 入 合约 测 攻 ( 岂 仿 ， 是 这 相 构 站 的 
先 从 间隔 [0, 匡 中 去 掉 一 个 长 度 为 再 的 邻接 区 间 ， 再 去 掉 丙 个 长 
度 为 二 的 邻接 区 间 , 的 后 是 四 个 长 度 为 小 的 邻接 区 间 ， 如 此 等 
等 ，-- 般 说 来 ， 在 第 m” 步 时 ， 去 掉 2 个 长 度 帮 是 南 的 邻接 区 
间 ， 于 是 ,所 有 去 掉 的 区 间 的 长 度 之 和 等 于 
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这 一 级 数 是 几何 级 数 ， 首 项 等 于 去 而 公 比 为 子 ， 于 是 级 数 吕 的 
和 等 于 








因此 , 康 托 尔 完 从 集合 所 有 的 邻接 区 间 的 长 度 之 和 等 于 1. 换 
言 之 , 卫 的 补 集 ， 即 开 集 G 的 测度 为 I， 因此 集合 了 本 身 的 测度 
为 

pP=1—pG—1—1~=0, 

这 个 例子 说 明了 集合 可 以 具有 连续 统 势 ， 但 是 它 的 测度 却 是 
零 ， 

例 2 闻 陋 [0, 世 中 所 有 有 理 蓝 的 集合 的 测 罕 ， 首 先 我 们 
证 明 jwB~0、 在 §2 中 已 经 介绍 过 忌 是 可 数 无 限 的 ， 将 吾 中 的 
点 排 成 序列 

i 


给 出 e>0， 作 包含 关 的 区 问 5， 其 长 度 为 对 .和 6~ 呈 5 是 下 
集 , 它 尖 住 了 玉 ， 因 为 区 间 各 可 以 彼此 相交 ,所 以 
人 (人 一 (了 3) ZH8, ZT. 
因为 :可 以 选取 得 任意 小 ,所 以 inR 一 0. 
进而 言 之 , 由 (3) 得 
HBR+ CR>1, 
即 jwOR>1。 因为 CR 包含 在 间隔 [0, ] 之 中 ,所 以 AuCR<1， 
因此 
HaB+imlOR=1. 
放 得 
KR=0, CR=1» (5) 

这 一 例子 说 明了 集合 可 以 在 某 一 区 间 上 处 处 和 密 ， 但 其 测 虚 
却 是 零 . 

测度 为 堆 的 集合 在 函数 论 的 许多 问题 中 都 不 起 主要 作用 ， 而 
往往 是 可 以 忽略 不 计 的 .例如 , 函数 f(z) 在 黎 曼 意义 下 可 以 求 积 
分 的 充 要 条 件 为 它 是 有 界 的 ， 且 其 不 连续 点 的 测度 为 零 。 像 这 样 
的 例子 还 可 以 举 出 很 多 来 . 

可 测 重 数 ”我 们 现在 考虑 集合 的 测度 概念 的 最 主要 的 应 用 之 
一 , 那 就 是 用 它 来 描绘 函数 论 与 数学 分 析 中 常常 处 理 的 一 类 盯 数 ， 
问题 正确 的 提 法 是 , 在 某 个 集合 瑟 上 给 出 函数 序列 {f(z)}, 除 了 
集合 如上 一 个 测度 为 零 的 集合 六 之 外 ， 在 集合 如 的 其 他 点 都 收 
敏 , 那么 我 们 就 称 函 数 序列 { 户 (*)} 几乎 处 处 收敛 . 

怎样 的 函数 可 以 由 反复 地 过 用 几乎 处 处 收 伍 的 连续 函数 序列 
的 趋 限 运算 及 代数 运算 得 到 呢 ? 

为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 需要 某 些 新 的 概念 

命 沙 数 f(z) 在 集合 召 上 定义 ,而 = 是 任意 实数 ， 我 们 以 

B[f(e)>a 
起 示 恕 中 适合 f(z) >a 的 那些 点 。 例如 ， 假 车 丙 数 了 (2) 在 间隔 
二 旺 丰 深 的 本 喘 就 识 明 了 ,直线 上 的 王 一 可 数 无 限 点 集 的 测度 管 为 零 。 
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[o, 切 上 定义 ， 而 且 在 这 个 间隔 上 7(z)=z， 那么 当 x<0 叶 ， 
至 [7(z) > 四 为 [0, 工 ; 当 0<e< 工 时 为 4a,1]; 而 当 > 工时 , 则 为 
空 集 . 

函数 7(z) 在 某 个 集合 召 上 定义 .。 如果 召 本 身 可 测 ， 且 对 下 
任何 实数 a， 集合 召 [f (2) > 四 也 可 测 ， 就 称 函 教 f(z) 是 可 测 函 
数 ， 

可 以 证 明 , 在 间隔 上 给 出 的 任意 连续 函数 是 可 测 的 ， 但 是 ,有 
许多 不 连续 的 函数 , 同样 也 是 可 测 函 数 ， 例 如 狄 利克 雷 函 数 , 即 在 
间隔 [0, 贡 的 无 理 点 上 等 于 1 而 在 其 余 的 点 上 等 于 零 的 那个 西 
数 , 即 不 连续 而 可 测 . 

可 测 函 数 具有 以 下 诸 性 质 ， 在 此 我 们 不 给 出 它们 的 证 明了 . 

1， 假若 f(z) 与 p(wz) 是 在 同样 的 集合 加 上 定义 的 可 测 函 
数 , 那么 函数 


f+9,f-p fp 与 汪 


都 是 可 测 的 (在 最 后 一 个 关系 中 , 须 假定 p 二 0). 

这 一 性 质 说 明了 在 可 测 函 教 上 进行 代数 运算 ， 重 新 得 到 可 测 
通 数 . 

2. 如果 {fu(z)} 是 在 集合 召 上 定义 的 可 测 函 数 序列 ， 几 乎 
处 处 收敛 于 函数 ftz), 那么 这 个 函数 同样 是 可 测 的 . 

因此 , 几乎 处 处 收 敏 的 可 测 函 数 序列 , 经 过 趋 限 运算 后 , 重新 
得 到 可 测 函 数 . 

可 测 函 数 的 这 些 性 质 是 勒 员 格 确 定 的 .可 测 函 数 更 深刻 的 研 
究 是 苏联 数学 家 鲁 金 及 叶 果 洛 夫 完成 的 .特别 是 重金 证 明了 间隔 
上 的 每 一 可 测 函数 , 只 要 改变 测度 任意 小 的 集合 上 的 数值, 就 变 为 
连续 函数 . 

重金 的 这 一 经 装 结 果 及 以 上 所 列举 的 可 测 函 数 的 性 质证 明了 
可 测 函 数 就 是 本 段 开端 所 要 问 的 那 类 函数 ， 可 测 函 数 对 于 积分 论 
也 有 着 巨大 的 意义 , 那 就 是 积分 的 氢 念 可 以 推广 , 使 每 一 有 界 可 测 
函数 都 是 可 以 求 积分 的 .关于 这 一 点 ,在 下 一 节 将 给 出 详细 的 闹 述 , 
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86. 勒 贝 格 积分 


我 们 来 讨论 本 章 的 中 心 问题 , 即 勤 贝 格 积分 的 定义 及 其 性 质 . 
为 了 了 解 这 个 积分 的 构造 原理 , 我 们 来 观察 下 面 的 例子 ， 设 
有 大 景 不 同 价值 的 钱币 ， 要 求 计算 这 些 乒 币 的 总 值 。 可 以 有 两 种 
不 同 的 计算 方法 ， 固然 可 以 用 任意 依次 累加 钱 的 价值 的 方法 ， 然 
而 也 可 以 用 另外 的 方法 来 计算 ,就 是 用 将 钱 分 堆 加 的 办 法 ， 将 问 
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样 价值 的 钱币 放 在 一 堆 ， 再 将 每 一 堆 钱币 的 个 数 乘 上 这 堆 线 币 的 
单价 ,然后 将 所 得 到 的 这 些 数值 都 加 起 来 即 可 . 第 一 种 计算 钱币 的 
方法 ,对 应 于 黎 曼 的 积分 过 程 ,而 第 二 种 则 对 应 于 勒 贝 格 积分 过 程 ， 

现在 我 们 由 钱币 续 而 讨论 函数 。 我 们 可 以 说 , 柳 曼 积分 的 运 
算是 将 给 定 函数 的 定义 区 城 (坐标 横 轴 ， 见 图 2 a) 分 小 而 产生 的 ， 
而 勒 中 将 积分 的 计算 则 是 划分 函数 值 的 区 域 (坐标 纵 轴 , 见 图 2 b) 
而 产生 的 ， 后 一 种 远 在 勒 贝 格 之 前 ， 当 人 们 计算 带 有 振动 性 质 的 
函数 的 积分 时 ,已 经 用 到 过 ， 但 是 勤 贝 格 首先 一 般 地 发 展 了 它 , 并 
且 借 助 于 测度 论 , 给 它 以 严格 的 论证 . 

我 们 来 观察 集合 的 测度 与 慢 员 格 积分 之 间 的 联系 是 怎样 的 ， 
命 互 是 茶 个 间 陋 [4,5] 上 的 任意 的 可 测 集 合 , 我 们 造 出 函数 9(z)， 
当 w 属 于 五 时 ,其 值 沟 1; 当 o 不 属于 互 时 ,其 值 为 零 , 也 就 是 说 


1, s€E BD: 
rw-{o vER. 
函数 pg(z) 常常 称 为 你 合 召 的 特征 函数 ， 现 在 米 考 起 积分 
TI pnaz. 


我 们 已 经 习惯 于 认为 这 个 积分 等 于 图 水 也 的 而 积 ,此 处 刀 是 电视 
坐标 、 直线 5=-e、s= 必 及 出线 4 一 (az) 所 范围 起 来 的 ( 驳 第 一 卷 第 
二 章 )， 因 为 图 形 也 的 “高 " 当 且 仅 当 wE 至 时 异 于 零 ,而 其 值 为 1， 
所 以 (按照 公式 ,面积 笔 于 长 度 乘 上 宽度 ), 它 的 面积 应 该 算 作 是 集 
合 如 的 长 旗 ( 济 度 )、 因 此 , 了 应 该 等 于 集合 媚 的 测度 
I=uBE. (© 
这 也 误 是 关于 本 数 (2) 的 翻 贝 格 积分 的 定义 。 
读者 应 该 确切 型 解 , 等 式 (6) 愉 是 将 用 p()dz 看 成 煌 只 格 积 


分 的 积分 定义 ， 有 时 会 发 生 这 样 的 情况 ,了 在 第 二 章 ( 第 一 卷 ) 所 考 
说 的 意义 之 下 是 不 存在 的 ， 即 积 分 和 的 极限 是 不 存在 的 。 但 基 刀 
果 后 者 存在 , 那么 把 工 看 作 勒 贝 格 积分 时 也 存在 , 且 等 于 pv 如 . 
我 们 来 计算 狄 利克 雷 函 数 多 《2) 的 积分 作为 一 个 例子 。 多 (2) 
sas 


在 间 限 [0, 如 的 无 悍 点 上 取信 1, 而 在 有 理 点 上 取 值 0， 因 为 按照 
《5) ,间隔 [0, 1] 上 的 无 理 点 的 集合 的 测度 为 1, 故 勤 贝 格 积分 
focwar 

等 于 1， 不 难 证 明 , 这 一 函数 的 黎 曼 积分 是 不 存在 的 . 

一 个 辅助 命题 ”现在 命 f(z) 是 间隔 [a, 如 上 的 任意 的 有 界 
可 测 函 数 ， 我 们 来 证 明 每 一 个 这 样 的 函数 都 可 以 无 限 接近 地 表示 
为 集合 的 特征 函数 的 线性 组 合 的 形式 .为 了 证 明 这 一 点 , 在 函数 值 
的 下 确 界 4 与 上 确 界 B 之 间 , 添 入 分 点 yo= 4,y1…,yn= B, 使 每 
一 小 间隔 的 长 度 都 不 超过 s， 此 处 ， 为 任意 周 定 的 小 正 数 。 进而 
言 之 ,如 果 2€ [a, 9]， 

Ef Py im0,L,n—1), 


则 在 这 些 点 上 , 置 

Pz) ~ 
而 在 满足 fl)=y—B 
的 点 z 上 轩 PF) Yn. 


函数 w(z) 的 结构 见 图 3. 
由 于 画 数 p(w) 的 构造 ,在 间隔 [a, 外 的 任意 点 上 篆 满 足 
|/(z) —9(2)|<e. 
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除 此 而 外 ， 因 为 盘 数 w(z) 仅 取 有 限 多 个 数值 go, y3…, ,所 以 ， 
它 可 以 写 为 形状 

2) = porto (2) + pa + Yn Pa TF), 《7) 
此 处 pri(z) 是 满足 Ptz) 一 %e 即 %<7(z)<%sx 的 点 的 集合 的 特征 
函数 (对 于 每 一 个 点 *E [a, 如 ，(7) 式 右 端 仅 有 一 个 被 加 数 不 是 
零 !)， 这 样 一 米 , 我 们 的 命题 就 证 完了 . 

勒 贝 格 积分 的 定义 ”我 们 来 谈 庶 任意 有 界 可 测 函 数 的 勒 贝 焙 
积分 的 定义 ， 因 为 函数 pg《z) 与 jz) 的 相差 非常 小 ,所 以 ?Cz) 的 
积分 可 以 当 作 f(z) 的 积分 的 近似 值 ， 由 于 函数 wkz) 是 集合 的 特 
征 函 数 及 一 些 普通 的 积分 运算 的 法 则 , 我 们 得 到 


fo) ao= [famelo) top + ty eo))} do 


of pel) dot mae) d+ +ty pod 


= yopeot Yert "+ Yan 
此 处 ne 是 满足 
SF 2) Yu 
的 那些 点 的 集合 #a 的 测度 ， 所 以 ， 勤 贝 格 积分 和 ” 
有 -golieo 十 21He 十 … 十 3 
是 画 数 f(z) 的 勒 贝 格 积分 的 近似 值 ， 因 此 当 
max Iya— | 0 
时 ,函数 w(z) 一 致 收 化 于 其 对 应 的 了 (2), 勒 贝 格 积分 入 的 极限 
就 定义 作 勒 贝 格 积分 . 
可 以 证 明 , 对 于 任意 的 有 界 可 测 函 散 , 勤 贝 格 积分 和 是 有 极限 
的 ， 即 任意 有 界 可 测 阴 数 是 勒 贝 格 可 积 机 数 . 勒 贝 格 积分 的 定义 
还 可 以 推广 到 某 些 非 有 界 的 可 测 范 孝 类 上 去 。 但 是 , 我 们 不 准备 
在 此 讨论 了 .。 
勤 贝 格 积分 的 性 质 ” 勒 贝 格 积分 具有 与 通常 积分 一 样 良好 的 
性 质 ， 例 如 , 函数 和 的 积分 等 于 函数 的 积分 的 和 , 常 堵 因 子 可 以 移 
出 积分 记号 等 等 。 全 是 , 勒 贝 格 积 分 还 有 一 个 通常 积分 不 具备 的 
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非常 重要 的 性 质 : 如 果 对 于 所 有 的 ”及 [a, 四 中 的 2, 有 常数 下 使 
所 有 的 可 测 函 数 f,《z) 皆 满 足 
lf,(2) |<EK, 
且 函 数 序列 {fnkz)} 又 几乎 处 处 收敛 于 f(x), 那么 
fd Fa 

换言之 , 勒 贝 格 积 分 允许 在 限制 不 强 的 条 件 下 进行 积分 号 内 趋 限 。 
正 由 于 勒 贝 格 积 分 有 这 一 性 质 , 所 以 在 许多 研究 中 , 它 常常 成 为 不 
可 避免 的 与 很 方便 的 工具 . 特别 在 三 角 级 数论 、 函数 空间 论 及 其 


他 许多 数学 分 支 中 , 鞭 贝 格 积分 都 是 完全 必需 的 . 
我 们 举 一 个 例子 ， 命 f(z) 是 周 斯 为 2r 的 周期 函数 , 而 


学 + > {au cog nz + bs sin rz) 
为 它 的 窗 里 埃 级 数 ， 全 如, 假定 f(z) 是 连续 的 , 那么 ,不 难 证 明 
站 和- 生 + 写 人 e+ 的 ， (8) 
这 个 恒等式 到 常 为 巴 斯 娃 等 式 。 我 们 考虑 这 样 的 问题 : 怎样 的 
用 其 函数 , 才能 使 巴 斯 夺 等 式 (8) 成 立 ?这 一 问题 的 回答 是 ; 巴 斯 寻 


等 式 (8) 当 且 仅 当 函数 J(z) 为 间隔 [0, 2z] 上 的 可 测 函 数 , 而 函数 
玉 (z) 为 这 一 间隔 上 的 勤 贝 格 可 积 函数 时 才 成 立 。 
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第 十 六 章 线性 代数 


81， 线性 代数 的 对 象 和 它 的 工具 


线性 函数 和 和 矩阵 ”在 一 个 变数 的 函数 中 ， 线 性 函数 KKz) = 
az+b 是 晤 简单 的 函 束 . 大 家 都 知道 , 它 的 图 象 是 地 简单 的 线 一 一 
直线 . 

同时 ， 线 性 函数 还 是 最 重要 的 函数 之 一 ， 这 是 因为 任意 一 条 
“光滑 ”曲线 的 一 小 朋 都 很 像 直线 , 而 且 梧 线 的 这 一 小 段 愈 短 , 它 就 
辣 接 近 于 直线 .用 函数 论 的 语言 来 说 ， 这 意思 就 是 ， 任 意 “ 光 滑 ” 
(连续 可 微分 的 ) 函数 ， 当 独立 变数 改变 很 小 时 ， 接 近 于 线性 函数 . 
线性 函数 可 以 刻 划 作 它 的 增 量 与 独立 变数 的 增 量 成 比例 的 函数 . 
实际 上 ，(2) 一 1(zeT4z) 一 1(zo) 一 akro 十 如 ) 十 六 一 (azo 十 )) 一 
adz， 反 之 ,如 果 ditz 一 adz, 则 1z) 一 Hzo) 一 4(z 一 x0) 及 1(z) 一 
az 十 Kao) 一 Gxo 一 az 十 b， 而 0 一 (20) 一 axo。 从 微分 学 我 们 知 首 ， 
在 任意 可 微 函 数 的 增 接 中 很 自然 地 分 出 来 一 主要 部 分 ， 即 所 滑 的 
函数 的 微分 , 它 与 独立 变数 的 增 量 成 比例 , 而 且 函 数 的 增 量 与 其 微 
分 相差 只 是 独立 变数 的 增 量 的 高 阶 无 穷 小 、 这 样 一 来 ， 可 微 函数 
在 独立 变数 改变 很 小 时 ， 实 际 上 接近 于 线性 函数 . 所 差 的 只 是 一 
个 高 阶 无 穷 小 . 

对 于 多 元 函数 也 有 类 似 的 情形. 

形状 如 wz 十 aza 十 … 十 art 二 5 的 画 数 称 为 多 元 线性 函数 . 
如 果 8= 0, 这 个 线性 函数 就 称 为 齐 次 函数 .以 下 两 个 性 质 是 多 元 
线性 函数 的 特征 : 

1. 假定 只 让 一 个 独立 变数 获得 某 个 增 量 而 让 其 余 的 变数 不 
改变 , 这 样 算得 的 线性 函数 的 增 最 与 这 个 独立 变数 的 增 量 成 比例 ， 

8&.， 假定 所 有 独立 变数 都 得 到 某 些 增 荐 , 这 样 算 科 的 线性 中 冰 
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的 增 量 等 于 单独 改变 每 一 个 变数 所 得 到 的 增 量 的 代数 和 、. 

多 元 线性 少数 在 多 元 函数 中 起 涛 单元 线 件 入 数 在 单元 函数 中 
同样 的 作用 .这 就 是 说 , 任意 “光滑 "函数 ( 即 对 于 每 一 个 变数 都 有 
杰 续 偶 微 商 的 函数 ) 当 独 立 变 教改 变 很 小 时 ， 接 近 于 某 个 线性 
函数 ， 实 际 上 ， 这 样 一 个 淫 数 公 =f (my, mm, …， 3) 的 增 量 ， 除 


了 差 一 个 商 阶 光 穷 小 之 外, 等 于 全 向 分 如 -da 十 天 -dvst+…++ 


E deo， 它 是 独立 变数 的 增 量 dzs, dzs,…, dz 的 线性 齐 次 函 


数 ， 由 此 推出 , 函数 如 本 身 等 于 它 的 开始 值 与 增 景 的 和 , 它 在 独立 
变数 改变 很 小 时 , 陶 了 差 一 个 高 阶 兆 穷 小 之 外 , 可 以 表 作 独立 变数 
的 增 量 的 线性 非 齐 次 函数 ， 

由 于 研究 关联 着 多 个 因素 的 重 所 引起 的 间 题 ， 解 决 起 来 需要 
考察 多 元 函数 。 如 果 有 所 研究 的 关联 性 是 线性 的 ,那么 这 个 问题 就 
称 为 线性 问题 ， 基于 以 上 所 指出 的 线性 函数 的 性 质 ,以 下 诸 特 性 
可 以 说 明 线 性 问题. 

1. 比例 性 ”每 一 个 独立 因素 作用 的 结果 都 与 它 的 大 小 成 比 
例 . 

2. 无 关 性 ”作用 的 总 结果 等 于 个 别 因素 的 作用 的 结果 之 和 。 

任意 “光滑 ”函数 , 当 独 立 变数 改变 很 小 时 ,在 它 的 第 一 级 通 近 
的 范围 内 可 以 用 线性 沙 数 米 代 符 这 件 事实 是 一 个 一 般 性 原则 的 反 
映 ， 这 个 原则 是 , 在 研究 依赖 于 某 些 因素 的 作用 的 量 时 ,在 作用 很 
小 的 情况 下 , 关于 该 量变 动 的 任何 疝 题 ,在 它 第 一 级 通 近 的 范围 内 
可 以 看 作 是 线性 问题 , 即 具有 无 关 性 与 比例 性 的 问题 ， 时 常 发 现 ， 
这 样 的 君 法 得 到 满足 实用 要 求 的 结果 (古典 弹性 力学 .微小 振动 的 
理论 等 等 ). 

所 研究 的 物理 量 本 身 常常 可 用 一 些 数量 来 描写 (利用 它 在 举 
标 轴 上 的 三 个 分 量 来 措 写 ， 弹 性 体 在 已 知 点 的 应 变 状态 用 所 亩 应 
变 张 量 的 六 个 分 量 来 措 写 等 等 )， 因 此 有 必要 同时 研究 一 些 多 元 
函数 ,而 在 第 一 级 珠 近 范围 内 有 必要 同时 研究 一 些 线性 郴 数 . 

一 元 线性 函数 在 性 质 上 术 当 简单 , 以 致 不 需要 任何 特别 研究 。 


GEL 


对 于 多 元 线性 函数 , 事 请 却 是 另外 一 个 样子 , 这 时 多 个 变数 的 存在 
引起 了 一 些 特殊 的 性 质 ， 如 果 从 一 些 变数 z1, za, …, qm 的 一 个 
函数 进而 讨论 这 些 变数 的 多 个 画 数 gj， ys,…, Ym 的 集合 , 事情 就 
更 为 复杂 .这 时 作为 “第 一 级 近 近 ”就 出 现 了 下 面 线性 函数 的 集 
合 : 

急 一 aaaZr 十 … 十 qimra 十 2 

Ya a1T1 + "二 Gomin + Da, 





gm 一 ma 十 … 十 Qmnzn 十 om， 
线性 函数 的 集合 也 是 相当 复杂 的 数学 对 象 ， 它 的 研究 是 富有 
兴趣 与 不 显然 的 内 容 . 
关于 线性 西数 和 它们 的 集合 的 理论 ， 首 先是 代数 里 所 谓 线性 
代数 这 一 分 支 的 对 象 . 
历史 上 线性 代数 鸭 第 一 个 问题 是 关于 解 线 性 方程 组 
Quit tnrn by, 
at 十 … 十 Gaaza 一 0 





的 问题 . 
在 中 学 初等 代数 课程 里 讨论 过 这 个 问题 的 最 简单 情形 、 对 于 
较 大 的 n， 和 寻求 方程 组 尽 可 能 最 简单 的 而 且 计 算 最 不 复 染 的 数值 
解 的 方法 , 直到 现在 还 受到 很 多 学 者 的 注意 , 因为 方程 组 的 数值 解 
法 是 很 多 计算 与 研究 中 的 重要 组 成 部 分 . 
线性 齐 次 函数 也 称 为 线性 型 ， 一 组 已 知 的 线性 型 
全 十 QinTe, 
Yn = GniT1T "Gon Tn 
由 它 的 系数 所 决定 ， 冯 为 这 样 一 组 线性 型 的 福 质 只 依赖 于 系数 的 
数值 , 而 变数 的 名 字 党 有 实质 意义 。 
例如 , 线性 型 组 


Sr 上 za 一 za， 3t1+ts ta, 
201+Zs 二 39a， 和 ”26 十 在 十 #， 
全 一 Z3 一 23 ta— 直 
当然 有 同样 的 性 质 , 因而 可 以 看 作 没 有 本 质 的 区 别 , 
自然 可 以 把 线性 型 组 的 系数 的 全 体 排 成 一 个 长 方形 的 表 ， 
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这 种 表 称 为 矩阵 、 数 mw 称 为 矩阵 的 元 素 ， 从 线性 代数 的 对 
象 本 身 必然 产生 研究 矩阵 的 必要 性 . 

矩阵 的 重要 而 特殊 的 情形 有 : 由 一 列 组 成 的 矩阵， 简称 为 列 ; 
由 一 行 组 成 的 矩阵 , 简称 为 行 ; 以 及 方 阵 , 即行 数 等 于 列 数 的 矩阵 . 
方 阵 的 行 数 (或 列 数 ) 称 为 它 的 阶 数 。 由 一 个 数 4 所 组 成 的 “矩阵 ” 
(q) 就 看 作 是 这 个 数 . 

由 于 线性 型 组 之 间 的 简单 运算 ， 自 然 地 定义 了 矩阵 之 间 的 简 










单 运算 . 
设 给 了 两 组 线性 型 
久 一 0H21 十 … 十 Ciszpy 
Yn dniT1 + 
和 2 humt+* 





Sn = bmiZi+ ~ bmmTe, 


把 这 两 组 线性 型 分 别 加 起 来 得 到 
二 = (Gb )T1+ + (m+ bin Te, 





Yn zm — (m1 bm) Ti+ (Gon + Dima) Tn 
由 这 组 型 所 得 到 的 矩 泗 


“28. 





am 


go， …， cgm 的 系数 记 组 成 的 矩阵 ， 其 中 yy, Ya，…, gm 是 线性 型 
Ql 
它们 的 系数 组 成 矩阵 CE 
md 


从 这 个 定义 显然 有 


可 2 Ca 
my oe Clma, 


最 后 , 矩阵 与 矩阵 的 乘法 运算 如 下 定义 ， 设 
Ce 








(D 









Gndm 
而 


将 Way Yo …， 加 通过 2 29，*…， zs 的 表达 式 代 入 (了 ) 中 得 到 %， 
2 通过 04 Ta …, zm 雪 成 的 线性 型 


Cu 


39 。 


四 一 OT1 十 … 十 CinXn。 
这 组 线性 型 的 系数 矩 径 





hs 3 

at 

的 乘积 , 记 作 | 
id 


利用 两 个 矩阵 的 元 素 不 难 算出 两 个 矩阵 的 柔 积 的 元 素 ， 设 cy 
万 用 ma …， 24 表 时 的 系数 .因为 一 ay 十"… 十 dimym， 而 
Y=" 二 bymy+ 










Vn = bom 
所 以 Ht Gbyst ee mbmg) vy + 
由 此 推出 Cy= Qubyt "+ mbmy. 


因此 ， 两 个 矩阵 的 聚积 中 第 纪行 第 了 列 的 元 素 等 于 第 一 个 因 
子 的 第 纪行 诸 元 素 与 第 二 个 因 了 的 第 j 列 诸 相应 元 素 的 缚 供 之 
和 ， 例 如， 


31 
213\ 12 2.3+1.1+8.2 2.]+1.2+8.4 
31 时 这 8.:38+1°1+1:2 3°.1+1.2+1-4 


13 16 
12 9 


算 阵 可 以 说 是 一 个 “复合 "的 对 象 ,在 它 里 面 有 很 多 元 素 出 现 ， 

但 是 用 一 个 字母 来 表示 它 而 且 用 通常 的 符号 来 才 示 它 的 加 法 和 乘 

法 运算 是 有 好 处 的 ， 也 是 方便 的 . 我 们 将 用 大 写 拉丁 字母 来 表示 

矩 活 ， 采 用 这 种 简写 疹 矩 阵 论 带 米 了 简单 性 与 概括 性 ， 即 出 现在 
420。 


式 子 中 的 矩阵 的 元 来 所 成 的 集合 能 在 一 些 简 短 的 与 普通 代数 式 于 
相似 的 式 子 里 包含 了 某 一 数 集 所 含 数 间 的 复杂 关系 式 ， 例 刘 , 线 
性 型 组 

Gut 二 nn 





GniTi+ "+ nn Tn 
用 矩阵 记号 可 写作 .4 立 , 其 中 4 是 系数 策 阵 而 于 是 由 变数 za yw 
组 成 的 一 “ 列 "， 线 性 方程 组 


QuiT1 + + aTn = bi 





QniTi+ "二 QnaTs™— bm 

可 以 写作 AX=—B, 
其 中 4 是 系数 矩阵 ， 子 是 变数 列 ，B 是 由 自由 项 所 组 成 的 列 . 

基本 运算 一 一 加 法 运算 和 乘法 运算 一 一 并 不 是 对 于 一 切 矩 阵 
都 可 以 定义 ， 加 法 运算 只 对 于 同样 类 型 的 矩阵 ， 即 有 同样 行 数 和 
列 数 的 矩阵 , 才 有 意义 。， 而 相 加 的 结果 也 得 到 同样 类 型 的 一 个 矩 
阵 ， 乘 法 运算 只 在 第 一 个 矩阵 的 列 数 等 于 第 二 个 矩阵 的 行 数 时 才 
有 意义 。 相 架 得 到 的 矩阵 的 行 数 等 于 第 一 个 因子 的 行 数 , 而 列 数 
等于 第 二 个 因子 的 列 数 . 

方 阵 的 运算 大 部 分 服从 数 的 运算 规律 ， 可 是 有 些 闹 律 被 破坏 
i 

我 们 列举 矩阵 运算 的 基本 性 质 如 下 

| 要 4 十 B= 二 B+ (加 法 交换 律 ). 

2. (4 十 召 ) +C 一 4 十 (如 十 O) (加 法 结合 律 )。 

3. oA+B)~—cA+cB } 以 数 牺 甜 阵 的 分 配 律 . 这 里 ， 

8'、(C1 十 03) 4=:c14 十 634 】 \e ob 忆 是 数 而 不 是 矩阵 

和 (eica)4 一 ci(cs4) (局 数 乘 乱 阵 的 结合 律 ) , 
0 … 0 
6， 存在 着 “等 "矩阵 | ) 使 得 4+0~4 对 任意 
0 …0 
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和 矩阵 44 成立. 

8. c.0-0.4 一 0O; 反之 , 如 果 c4 一 0, 则 o-0 或 4 一 O( 这 里 
《是 数 )。 

7 了， 对 于 任意 矩阵 4， 存 在 着 一 个 反 秆 阵 一 4 使 得 并 + 
(—4)=0. 

8. (4+B)C-—A0+BO 

8.C(4+B)~0A+OB 

9. 《4B)C 一 4(BC) ( 雁 法 结合 律 ). 

10. (eA)B~A(eB)—e(4B). 

这 些 性 质 不 仅 对 于 方 阵 成 立 ， 而 且 在 上 述 公式 中 的 每 一 个 运 
算 都 有 定义 这 个 唯一 条 件 下 ， 对 于 长 方 矩阵 也 成 立 。 对 于 同一 阶 
的 方 阵 , 这 个 条 件 自 然 满足 . 

上 面 记 举 的 运算 性 质 与 数 药 运算 性 质 相 类 似 、 

现在 我 们 指出 矩阵 运算 的 两 个 特性 . 

第 一 , 对 于 和 抢 阵 的 柔 积 ,即使 是 方 阵 的 乘积 , 交换 律 可 能 不 成 
立 , 即 4B 并 不 永远 等 于 B4， 例 如 ， 
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第 二 ， 我 们 都 知道 ， 两 个 数 的 琳 积 等 于 零 当 且 仅 当 这 两 个 数 
中 至 少 有 一 个 等 于 零 . 我 们 也 知道 , 这 个 定理 在 代数 方 短 论 里 是 


很 基本 的 . 可 基 两 个 矩阵 的 每 积 可 以 等 于 零 帘 降 , 而 这 两 个 矩阵 
中 没有 一 个 等 于 零 挎 阵 ， 例 如 ， 


- 本 和 0 0 
从 -lo 中 
我 们 再 指出 矩阵 乘法 的 一 个 性 质 、 算 阵 和 中 做 矩阵 4 的 转 
置 征 阵 ， 如 果 如 中 每 一 行 的 元 素 部 顺序 地 换 为 乱 阵 4 里 相应 的 
列 的 元 素 ， 例 如 , 算 阵 


2 。 


ee 刘 计 与 末 法 分 本 和 。 





从 2 
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甜 阵 的 习 法 运算 与 转 置 运算 之 间 有 关系 式 
(4B) 一 BA 
根据 矩阵 乘法 的 规则 很 容易 验证 这 个 公式 . 

抵 阵 论 是 线性 代数 中 重要 的 而 且 是 不 可 伍 少 的 部 分 ， 它 在 提 
上 出 与 解决 线性 代数 的 问题 中 起 着 工具 的 作用 . 

线性 代数 中 的 几何 类 比 ”除了 上 而 提 到 的 线性 代数 的 概念 和 
问题 产生 的 源泉 ~ 一 -数学 分 析 的 要 求 一 一 之 外 , 几何 学 , 特别 共 解 
析 几 何 学 , 也 需要 发 展 线性 代数 , 而 且 用 一 些 重 要 的 概念 和 类 比 把 
线性 代数 充实 起 来 ， 大 家 都 知道 , 平面 解析 几何 以 及 在 很 大 程 虐 
上 空间 解析 几何 在 关于 直线 和 平面 的 理论 里 , 在 最 简单 的 形式 下 ， 
利用 车 线性 代数 这 个 工具 ， 实际 上 , 平面 上 的 真 线 由 一 个 含 两 个 
变数 的 线性 方程 所 给 出 。 空 间 中 的 平面 由 一 个 含 三 个 变数 的 线性 
方程 给 出 , 而 空间 中 的 直线 由 两 个 线性 方程 给 出 、 

大 家 都 知道 , 如 果 采 用 向 量 的 概念 , 可 以 使 解析 几何 特别 简单 
和 清楚 ， 因 此 也 使 得 最 简单 的 线性 方程 组 的 理论 特别 的 简单 和 济 
楚 ， 采 用 某 种 广义 的 铅 量 的 梳 念 也 使 得 线性 代数 同样 的 简单 和 清 
苞 、 推 广 的 途径 如 下 (空间 中 的 ): 向 量 由 三 个 数 给 出 , 这 三 个 数 是 
它 在 坐标 轴 上 的 射影 ， 三 个 实数 所 组 成 的 数组 也 可 以 在 几何 上 用 
《空间 中 的 ) 向 量 表示 . 

可 以 定义 两 个 向量 的 加 法 运算 《 按 平 面 四 边 形 规律 ”) 和 对 以 
数 的 运算 ,这些 运算 按照 被 表 成 向 量 的 力 、 速 度 、 吉 速度 和 其 他 的 
物理 量 的 类 似 运算 来 定义 。 

如 果 向 县 由 它 物 坐标 ( 即 它 在 坐标 轴 上 的 射影 ) 给 出 ， 那 么 在 
向 量 上 进行 的 加 法 运算 和 乘 以 数 的 运算 就 相应 着 由 它 的 坐标 所 组 


sa3. 


的 转 置 算 阵 是 


成 的 行 (或 列 ) 上 同名 的 运算 . 

这 样 一 来 ， 由 三 个 元 素 组 成 的 行 或 列 就 宜 于 几何 地 解释 作 三 
维 空 间 中 的 向 一 ， 同 时 在 “ 行 ”或 “ 列 ”) 上 世 进 行 的 运算 就 解释 作 
在 空间 中 向 量 上 所 进行 的 相应 的 运算 ， 使 得 由 三 个 元 素 记 组 成 的 
行 (或 列 ) 的 代数 在 形式 上 与 三 维 空间 中 的 向 量 代数 没有 差别 ， 这 
种 情况 使 我 们 很 自然 地 在 线性 代数 中 引进 几何 术语 . 

1 mm 
nn 个 数 | 空 | 组 成 的 列 ( 或 行 ) 可 以 看 作 是 “向 熏 2 即 “ 维 向 


en 


Zit yy m1 gx 
最 空间 * 的 一 个 元 来 ， 向 量 | “+ 入 | 认为 是 向 量 | “| 和 | 加 
zt) mm 加 


CPL 各 
的 和 ; 向 量 : 认为 是 向 量 | ”| 乘 以 数 。 的 采 积 ， 按 定义 , 所 
oz 2 
有 向 量 ( 列 ) 的 全 体 组 成 ” 维 算 术 向 所 空间 . 

与 此 同时 , 还 可 以 引进 " 维 点 空间 的 概念, 它 使 "个 实数 组 成 
的 列 对 应 于 一 个 几何 图 像 一 点 ， 这 时 维 向 量 空间 可 以 如 下 定 
义 :对 于 每 一 对 点 4 和 8， 对 应 著 一 个 从 点 和 4 出 发 到 点 为 止 的 
向 量 , 把 点 如 和 点 4 的 相应 航标 之 差 按 定义 规定 是 这 个 向 量 的 坐 
标 (在 坐标 轴 上 的 射影 )， 两 个 向 量 看 作 是 相等 的 ， 如 果 它 们 的 从 
标 相等 。 这 正 像 三 维 空间 中 我 们 把 两 个 向 量 看 作 是 相等 的 ， 如 果 
其 中 之 一 可 以 从 另 一 个 经 平行 移动 而 得 到 . 

很 自然 地 可 以 建立 维 向 量 空间 与 4 维 点 空间 之 间 的 一 个 一 
一 对 应 关系 . 
0 
?| 被 到 作 " 怪 水原 点 "， 每 一 个 点 都 让 一 个 向 是 和 它 相 
0 


应 , 这 就 是 从 坐标 原点 出 发 到 这 个 点 为 止 的 向 量 。 这 时 每 一 个 向 
量 也 都 与 一 个 点 , 即 这 个 向 基 的 端点 相应 , 其 中 假设 这 个 向 量 的 出 
发 点 是 坐标 原点 。 点 空间 的 引进 所 建立 的 新 的 类 比 ， 使 我 们 能 更 
好 地 ”观察 "m 维 空间 . 

但 是 在 更 进一步 推广 时 (8 2), 点 空间 的 严格 定义 变 得 相当 复 
杂 , 因此 我 们 不 准备 采用 这 个 概念 。 原意 采用 从 考虑 点 空间 而 产 
生 的 类 比 的 读者 ， 需 要 把 向 量 空间 中 的 元 素 看 作 从 坐标 原点 出 发 
的 向 量 ， 

几何 术语 的 引进 使 我 们 有 可 能 在 线性 代数 中 利用 基于 几何 直 
观 的 类 比 ,而 这 些 几 全 直观 是 在 研究 三 维 空 间 的 几何 时 形成 的 . 

当然 需要 很 小 心地 采用 这 种 类 比 ， 要 估计 到 能 够 严格 地 验证 
儿 何 直观 论证 的 可 能 性 并 只 采用 儿 何 概 念 的 确切 定义 以 及 严格 证 
明了 的 定理 . 

兄 维 向 最 空间 中 元 素 的 特 恬 是 加 法 和 乘 以 数 的 科 法 运算 的 存 
在 性 , 而 这 些 运算 的 性 质 就 像 煞 所 进行 的 运算 那样, 即 正 像 在 描述 
矩阵 运算 的 性 质 时 所 指出 的 。 对 于 加 法 运算 ， 交 换 律 和 结合 律 成 
立 , 分 配 律 ( 当 乘 以 数 时 ) 也 成 立 ; 加 法 运算 是 单 值 可 逆 的 ， 向 量 素 
以 数 的 乘积 当 且 仅 当 这 个 向 量 是 零 向 量 或 这 个 数 等 于 零 时 等 于 零 
向 量 。 

不 仅 列 (及 行 ) 具 备 上 面 所 说 的 这 些 特性 ， 就 是 同一 类 型 的 算 
阵 集 合 以 及 物理 向 最 : 力 、 速度、 加 速度 等 等 也 具备 这 些 性 质 ， 完 
爹 是 另外 性 质 的 数学 对 象 , 如 一 个 变数 的 多 项 式 的 全 体 、 已 知 区 间 
[a, 世上 的 连续 函数 的 全 体 、 线 性 齐 次 微分 方程 的 解 的 全 体 等 等 ， 
也 都 具备 这 些 性 质 . 

上 面 举 出 的 例子 指出 , 进一步 推广 向 量 空间 的 概念 , 即 引进 一 
般 的 线性 空间 ,是 有 益 的 。 这 种 广义 空间 中 的 元 素 可 以 是 任意 数 
学 对 象 或 物理 对 象 , 但 对 于 它们 , 可 以 用 某 种 自然 方式 来 定义 加 法 
和 乘 以 数 的 乘法 、 我 们 将 会 团 到 ,过 渡 到 线性 空间 概念 的 这 样 一 
个 一 般 而 抽象 的 过 程 并 不 带 来 任何 理论 上 的 复杂 性 :任何 线性 空 
间 ( 当 然 是 指 " 维 的 ， 这 个 概念 将 在 下 一 节 里 解释 清楚 ) 在 结构 上 
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和 性 质 上 与 算术 线性 空间 没有 什么 两 祥 ， 但 是 这 样 推广 之 后 应 用 
的 范围 却 扩大 了 ， 运 用 线性 代数 的 方法 到 很 广阔 的 自然 科学 理论 
问题 上 的 可 能 性 也 出 现 了 . 


8$82. 线性 空间 


线性 空间 的 定义 ”我 们 现在 来 给 出 线性 空间 的 严格 定义 . 
一 组 任 一 种 类 对 象 的 集合 称 为 一 个 线性 空间 ， 如 果 在 其 中 和 
及 敢 以 数 的 各 积 有 意义 而 且 满 足下 列 庄 要 冰 ; 
1. (X+Y)+Z= 有 +(F+Z). 
2%， 存在 着 “ 零 元素 ”0, 使 得 对 任意 于 ,下 二 0 一 及 
38， 对 于 任意 元 素 总 存在 郑 一 个 逆 元 泰 一 下 ， 使 得 与 十 
一 互 ) 一 0. 
和、 下 十 了 一 卫 十 下 
5 
6. 
时 





( 


汪汪 
oa(ca 四 ) 一 clcs 焉 . 
(C1 十 63) 时 =C1 量 十 co 于 
c( 轩 +)moErcY. 
这 里 芝 ， 了 , Z 是 线性 空间 里 的 元 素 而 1, cv cy, 6 是 数 ， 

这 些 要 求 (也 称 为 线性 空间 芍 公 型) 是 很 自然 的 而 且 是 加 法 及 
乘 以 数 的 箭 法 运算 的 基本 性 质 的 形式 叙述 ， 这 些 性 质 与 在 任意 广 
义 意义 下 所 理解 的 这 些 运算 的 概念 不 可 分 地 联系 在 一 起 。 有 着 某 
种 物理 意义 的 运算 说 成 是 加 法 和 乘 以 数 的 乘法 ， 恰 是 当 这 些 运算 
适合 条 件 1 一 8 时 . 

下 面 指出 这 些 公理 的 某 些 推论 : 

1。 空间 的 零 元 素 0 是 叭 一 的 , 即 只 存在 一 个 适合 公理 2 的 元 
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素 . 

2， 对 于 已 知 元 素 互 ,存在 者 唯一 的 一 个 道 元素. 

3.“ 减 法 "是 有 意义 的 ， 即 如 果 和 及 一 个 如 项 已 知 ， 则 可 唯一 
确定 第 二 个 加 项 ; 即 , 如 果 芋 +Z= 也 则 了 一 了 工 + 一 下 ). 


46. 


4. 0. 王 ~c.0-0. 

5. 如 果 co 下 -0 则 c==0 或 至 =0. 

6. 一 看 一 ( 一 了 下 

这 些 推论 的 证 明 是 很 篇 单 的 ,我们 不 准备 证 明 它 们 .今后 或 
们 把 线性 空间 的 元 素 丈 为 向 量 . 

向 最 的 线性 相关 与 线性 无 关 ”现在 我 们 转 到 向 量 的 线性 相关 
与 线性 无 关 这 个 重要 概念 上 来 . 

向 景 ct 村 十 co 五 3 十 … 十 cm 五 o 称 为 癌 量 在 :， 下 2，…， 媚 w 以 数 
值 cv cs,…, cn 为 系数 的 线性 组 合 , 如 果 在 向 量 于 :看 s，… ,在 
中 能 找 出 一 个 向 景 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 ， 则 向 量 入 玉 2,，…， 
如。 称 为 线性 相关 。 如 果 向 量 对， 已 ，… 瑟 。 中 没有 一 个 是 其 余 
向 其 的 线性 组 合 , 则 向 量 站:， 鼠 0，…， 下 w 称 为 线性 无 关 . 

不 难看 出 , 向 量 局， 瑟 8，…， 屋 o 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 
关系 式 ol 鼠 十 oa 下 * 十 … 十 cn 下 mw 一 0， 仅 当 ca 一 ca 一 一 om 一 0 时. 

对 于 通常 三 维 空间 里 的 向 量 ， 线 性 相关 和 线性 无 关 的 概念 有 
着 简单 的 几何 意义 . 

设 有 两 个 向 量 译 : 和 互 s， 它 们 线性 相关 是 说 其 中 的 一 个 向 
晤 是 另 一 个 向 量 的 “线性 组 合 ”, 即 只 与 这 个 向 量 差 一 个 常数 因子 ， 
这 就 是 说 , 这 两 个 向 基 落 在 同一 条 直线 上 , 即 它们 的 方向 相同 或 相 
反 . 

反之 , 如 果 两 个 向 量 落 在 同一 条 直线 上 ， 那么 它们 线性 相关 ， 
因 之 , 两 个 向 量 互 ; 和 了 ,线性 无 关 是 说 这 两 个 向 量 不 能 落 在 一 条 
直线 上 ; 它们 的 方向 根本 不 同 . 

现在 来 考察 三 个 向 量 的 线性 相关 与 线性 无 关 . 设 向 量 入 
,入 线性 相关 ,为 了 确定 起 见 , 假设 向 量 已 是 向 最 于! 和 下 
的 线性 组 合 。 显然 这 时 看 落 在 含 向 量 下 和 下 ,的 平面 里 ， 即 
加 ,不 ,Xs 这 三 个 向 量 落 在 同一 张 平面 里 .容易 看 到 , 如 果 向 量 
瑟瑟 ， 落 在 同一 张 平面 里 , 它们 就 线性 相关 . 实际 上 , 如 果 向 
是 也 和 入 . 不 落 在 同一 条 直线 上 , 那么 下 可 以 按 入: 和 不 。 来 分 
解 , 即将 js 表 作 下, 和 于 的 线性 组 合 的 形状 。 如果 芋 利生; 落 
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在 同一 条 直线 上 , 那么 下 和 于 ,已 经 线性 相关 . 

这 样 一 来 ， 三 个 向 最 于:, 下 ,于 线性 树 关 与 它们 落 在 同一 
张 平面 上 等 价 ， 因此 ， 疏 :， 妃 2， 下 。 线性 无 关 当 且 仅 当 它们 不 落 
在 同一 张 平面 上 . 

三 维 空间 中 的 四 个 向 最 永远 线性 相关 .实际 上 , 如 果 向 量 
亚 ， 瑟 ， 瑟 线性 相关 ， 那 么 对 于 任意 互 ， 向 量 下 ， 互 ， 于， 瑟 . 
都 线性 相关 .。 如 果 瑟 ， 互 *， 妃 s 线性 无 关 ,， 那么 它们 不 落 在 同一 
张 平面 上 而 且 任 何 向 基 及 都 可 以 按 已 ， 妃 ， 卫 分解, 即 表 成 它 
们 线 伯 组 合 的 形状 . 

上 述 讨论 可 以 作 如 下 的 概括 : 

三 维 窜 间 中 的 向 量 下 下 …， 互 s(t>3) 线 性 相关 当 且 仅 当 
它们 洲 在 维 数 小 于 上 的 空间 (直线 或 平面 ) 之 中 . 

将 来 严格 地 定义 了 子 空 间 和 维 数 之 后 , 在 一 般 情 形 , 向 量 下 
四,，…， 在 :线性 相关 等 价 于 它们 落 在 维 数 小 于 上 的 一 个 子 空间 
中 , 即 线性 相关 的 “几何 意义 "与 三 维 空间 的 情形 仍然 相同 . 

在 线性 空间 的 理论 中 ， 下 而 这 个 定理 起 着 重要 的 作用 ， 如 果 
向 量 怎 ， 下 2 …， 下 m 中 每 一 个 都 是 向 量 总 ，Ys,…， 了 的 线 诈 
组 合 , 而 且 m>k 则 向 最 下 ， 妃 ，…， 下 线性 相关 (关于 线性 组 
全 线性 相关 性 的 定理 ). 

当 k=」 时 ,定理 显然 成 立 ， 对 于 大 >1, 定理 可 对 上 用 数学 归 
纳 法 来 证 明 . 

空间 的 基 与 维 数 ”在 三 维 空间 中 ， 任 意 三 个 不 落 在 同一 张 平 
面 里 的 向 量 互 :， 下 s， 下 8( 即 线性 无 关 的 三 个 向 量 ) 组 成 这 个 空间 
的 一 组 基 , 这 就 是 说 , 任意 向 量 尼 可 按 向 量 下 1, 不 ,在 s 来 分 解 , 即 
可 表 作 它们 的 线性 组 合 . 

一 般 的 线性 向 量 空 间 鱼 然 可 以 分 成 两 类 . 

可 能 在 空间 中 存在 着 任意 大 数目 的 线性 无 关 向 量 ， 这 种 空间 
称 为 无 限 维 空间 ,对 地 它 的 研究 超出 了 线性 代数 的 范围, 而 是 特殊 
的 数学 分 支 一 一 泛 荡 分 析 ( 见 第 十 九 章 ) 一 一 的 对 象 . 

组 性 空间 称 为 有 限 维 的 ， 训 呆 在 它 里 面 存在 着 线性 无 关 向 其 
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的 个 数 的 一 个 有 限 上 者 , 团 这 样 的 一 个 数 mw 使 得 在 空间 中 在 在 者 
nn 个 线性 无 关 的 向 量 ， 而 任意 个 数 大 于 % 的 向 量 组 都 线性 相关 . 
这 个 数 称 为 空间 的 维 数 . 
例如 ， 通 常 三 维 几 何 空间 里 的 向 景 所 组 成 的 空间 按照 寺 面 的 
定义 来 说 是 三 维 的 。 实际 上 , 在 三 维 几何 空 间 中 存在 着 三 个 线性 
无 关 的 向 量 组 , 而 任意 四 个 向 量 都 线性 相关 
"数列 所 组 成 的 空间 在 上 面 的 定义 下 是 n 维 的 。 实际 上 ， 在 
这 个 空间 里 存在 若 n 个 线性 无 关 的 向 量 , 例如 ， 
入 0 0 
0 = 1 Er — 0 


0 0 1 


而 县 这 个 空间 困 任 何 一 个 向 量 ee 都 是 它们 的 线性 组 合 ， 印 
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mar 人 vse 十 … 十 znta。 因此 ,根据 关于 线性 组 合 线性 相关 性 的 定 
垣 , 任意 一 组 个 数 大 于 "的 向 量 都 线性 相关 ， 

一 个 变数 的 多 项 式 的 全 体 组 成 一 个 线性 空间 ， 实际 上 , 对 于 
多 项 式 可 以 按照 通常 的 方法 来 定义 加 法 和 乘 以 数 的 乘法 ， 它 们 适 
合 公 理 1 一 8。 然 而 , 这 个 空间 是 无 限 维 的 , 因为 对 于 任意 六 , 向 量 
十 z,…，, ew 都 线性 无 关 ， 次 数 不 超 过 已 知 数 X 的 多 项 式 的 集合 
组 成 一 个 有 限 维 向 量 空间 ， 其 维 数 是 义 +1。 每 一 个 次 数 不 超过 
六 的 多 项 式 都 是 1 xz, …, 2* 的 线性 组 合 , 而 根据 关于 线性 相关 人 性 
的 那个 定理 ,任意 一 组 个 数 大 二 六 +I 的 次 数 <Y 的 多 项 式 都 线 
性 相关 . 

现在 我 们 对 于 n 维 空间 来 引进 基 这 个 重要 概念 ， 基 就 是 空间 
中 这 样 一 组 线性 无 关 向 最 的 集合 ， 使 得 空间 中 任意 一 个 向 量 都 是 
这 个 集合 中 向 量 的 线性 组 合 ， 例 如 , 在 数列 空间 中 ,向 量 集合 (2) 
就 是 -一 组 基 。 在 次 数 < 和 的 多 项 式 组 成 的 空间 中 , 可 以 取 “ 向量 ” 
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1, 多 … z” 作为 一 组 基 . 在 三 维 几 何 空间 中 ,任意 三 个 线性 无 关 
的 向 芭 组 起 着 基 的 作用 . 

在 nn 维 线性 空间 中 , 任意 4 个 线性 无 关 向 量 的 集合 (根据 n 维 
空间 的 定义 , 这 样 一 组 向 量 是 存在 的 ) 组 成 这 个 空间 的 一 组 基 . 实 
际 上 , 设 ex, ey, ……， em 是 nn 维 线性 空间 中 线性 无 关 的 向 量 而 下 是 
这 个 空间 里 的 任意 一 个 向 量 , 那么 向 量 下 ,ez，…，e 线 手 相关 5 因 
为 它们 的 个 数 大 于 %*)， 即 可 以 找到 一 组 不 全 等 于 0 的 数 c, co 
64,…,cn 使 得 c 卫 ca61 十 … 十 owen 一 0， 这 时 ， c 包 0, 因为 如 果 c 一 0， 
那么 向 量 @, 62,…, 就 会 线性 相关 ， 因 此 于 = 一 全 a 一 … 
一 笠 w， 即 空间 中 的 任意 向 量 都 是 64, 2，…, a 这 个 向 量 的 线 
性 组 合 . 

好 维 线性 空间 中 任意 一 组 基 全 都 由 ”个 向 量 组 成 . 实际 上 ， 
基 里 的 向 量 是 线性 无 关 的 , 因而 它 的 个 数 不 能 大 丁 ”， 另 一 方面 ， 
设 su mm，…， 儿 是 m 维 空间 中 的 任意 一 组 某 ， 我 们 已 经 证 明了 
kn。 又 根据 基 的 定义 , 空间 中 任何 向 量 都 是 向 景 61, 62,，…, ex 的 
线性 组 合 ; 再 根据 关于 线性 相关 性 的 定理 , 任意 一 组 个 数 大 于 的 
向 量 痢 线性 相关 ， 因 此 空间 的 维 数 不 能 大 于 基 里 向 量 的 个 数 
于 是 4 一 m% 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

现在 来 引进 向 最 对 于 已 知 的 一 组 基 cv es,…, es 的 坐标 ， 上 
面 已 经 说 过 , 任意 向 量 下 都 是 基 里 向 是 的 线性 组 合 ， 这 种 表示 法 
是 唯一 的 , 实际 上 , 设 向 量 下 以 两 种 方式 用 基 au, es …， a% 表 出 : 

下 ie: 二 zoes 十 *… 十 nen, 
=uert rest + oen. 
那么 〈 科 一 邓 )@a 十 (za 一 为 )ea 十 十 (和 一 区 je 一 0， 因 此 ， 根 据 si 
a，*…, es 的 线性 无 关 性 就 推出 41 一 芍 ，…， 一 区 

任意 向 量 下 才 成 基 中 向 量 的 线性 组 合 时 的 系数 zu 2%,…， 
后 , 任意 向 量 都 与 它 的 坐标 所 组 成 的 行 (或 列 ) 相 应 , 反之, 任意 
个 数 所 组 成 的 行 (或 列 ) 都 可 以 看 作 某 个 向 量 的 坐标 。 
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向 量 的 加 法 运算 与 乘 以 数 的 运算 也 分 别 对 应 着 至 标 组 成 的 行 
(或 列 ) 的 同名 的 运算 。 

因此 ,任意 " 维 线 性 空间 ， 如 不 论 它 元 素 的 性 质 ( 它 们 可 能 足 
函数 , 可 能 是 短 阵 , 也 可 能 是 菜 种 物理 量 等 等 ), 对 于 这 些 运算 说 来 
与 行 (或 列 ) 空间 并 没有 什么 差别 。 因 此 ， 正 像 上 面 所 说 , 一 般 的 、 
公理 化 的 线性 空间 的 模仿 与 行 空间 的 概念 相 比 并 没有 带 来 什么 复 
杂 性 , 可 是 却 大 大 地 扩展 了 这 个 概念 的 应 用 范围 

两 个 元 素 组 对 于 给 定 的 一 组 运算 (或 元 素 间 的 其 他 关系 ) 来 
说 , 性 质 的 -一致 性 在 数学 上 称 为 同 构 。 代数 系统 同 构 的 确切 定义 
将 在 第 二 十 章 给 出 。 利用 这 个 各 词 我 们 可 以 说 , 一 切 n 维 线性 空 
间 , 不 论 其 元 素 的 性 质 如 何 , 是 彼此 同 构 的 ， 面 且 同 构 于 唯一 的 一 
个 模型 一 一 行 空间 . 

子 空 间 维 线性 空间 ,中 的 一 个 向 量 集合 称 为 这 个 空间 
的 一 个 子 空 闻 ， 如 果 这 个 集合 中 的 任意 个 向 量 的 任何 线性 组 合 都 
仍然 属于 这 个 集合 之 中 ， 显 然 , 空间 ,的 子 空间 本 身 也 是 线性 空 
间 , 因而 有 基 与 维 数 ， 同 样 也 显然 ,于 空间 的 维 数 不 能 超过 整个 从 
闻 的 维 数 , 而 它们 当 且 仅 当 子 空间 与 整个 空间 相 重 时 可 能 相等 

三 维 向 量 空间 中 落 在 一 张 平面 或 一 条 直线 上 的 向 量 的 集合 就 
是 子 空间 的 例子 。 

最 常见 的 荐 由 一 组 向 量 < 张 成 ”的 子 空 间 ， 这 种 子 空间 定义 
如 下 ， 设 给 了 空间 妨 . 中 一 组 线性 无 关 或 线性 相关 的 向 基 于， 
轧 ，…， 已。 那么 这 些 向 量 的 线性 组 合 的 全 体 {ct 二 co 了 十 … 
二 om"} 组 成 下 ,的 一 个 于 空间 ， 它 称 为 由 向 量 已 ， 马 ，…,， 闷 。 
张 成 的 子 空间 . 

这 种 子 空间 的 维 数 称 为 向 量 组 马 ， 瑟 ，…， 互 。 的 秩 ， 容 易 
看 出 ， 一 组 向 量 的 秩 等 于 这 级 向 量 里 所 含 的 线性 无 关 疝 二 的 最 大 
数 . 

仅 由 零 向 量 所 组 成 的 “集合 ”， 形 式 地 注 足 子 空间 所 要 求 的 条 
件 。 这 个 子 空间 的 维 数 被 认为 是 办 . 

如 果 给 了 空间 再 ,的 两 个 子 空间 ， 那 么 从 它们 自然 还 可 以 造 
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出 两 个 子 空 间 一 一 它们 的 向 量 和 与 它们 药 交 . 

西 个 子 空间 卫 和 @ 的 向 量 和 是 属于 空间 了 的 向 量 与 属于 空 
问 驴 的 向 基 的 一 切 和 的 集合 向量 和 可 以 看 作 是 子 空间 卫 的 芷 
和 外 的 些 的 并 集 所 张 成 的 于 空间 . 

两 个 子 空间 的 交 是 同时 属于 这 两 个 子 空间 的 一 切 向 量 的 集 
合 . 例如 ,通常 三 维 空间 中 , 两 个 平面 ( 即 两 个 二 维 向 量子 空间 ) 的 
向 量 和 是 整个 空间 (如 果 这 两 个 平面 不 相 重 )， 而 它们 的 交 是 一 条 
直线 (也 当 它 们 不 相 重 时 ). 

两 个 已 知 子 空间 的 维 数 p 和 g, 与 它们 的 向 量 和 的 维 数 t 以 
及 交 的 维 数 % 适合 下 面 这 个 有 趣 的 关系 式 。 

了 十 9 一 上 3. 

这 个 断言 的 证 明 从 略 。 

从 这 个 关系 式 我 们 可 以 作出 一 些 在 特殊 情况 下 子 空间 的 交 的 
推论 来 ， 例如 , 在 四 维 空间 中 两 张 不 相 重 的 平面 ( 即 二 维 子 空间 ) 
一 般 说 来 只 交 于 一 点 (它们 的 交 的 维 数 等 于 零 )， 而 两 张 平 面 只 在 
它们 的 向 量 和 是 三 维 时 ， 即 如 果 这 两 张 平面 落 在 某 个 三 维 子 空间 
中 时 , 交 于 一 条 直线 。 实 际 上 , 这 时 t+s 一 3 十 2~=4, 由 此 推出 仅 当 
t=8HHs—l1. 

复线 性 空间 在 统 述 行 空间 及 一 般 线性 空间 的 时 候 ， 我 们 并 
没有 确定 在 定义 向 最 乘 以 数 的 运算 时 谈 的 是 什么 数 ， 因 为 我 们 是 
从 推广 通常 的 向 量 , 即 三 维 几何 空间 中 的 方向 线段 出 发 的 , 所 以 我 
们 心目 中 的 教 是 任意 实数 。 这 样 构成 的 线性 空间 称 为 实 线性 空 
间 ,是 通常 三 维 向 量 空间 的 最 自然 的 推广 。 然而 复线 性 空间 的 研 
究 对 于 近代 数学 中 的 很 多 回 题 是 有 用 的 。 所谓 复线 性 空间 是 指 一 
组 元 素 的 集合 ,在 其 中 定义 了 加 法 和 乘 以 复数 的 乘法 , 而 且 这 些 运 
算 适 合 所 有 公理 1 一 8， 行 的 元 素 是 复数 的 行 空间 是 复线 性 空间 
的 例子 。 

复 空间 的 理论 在 形式 上 与 实 空间 的 理论 并 没有 什么 基本 不 
辣 . 

然而 即使 是 二 维 揽 空间 也 没有 直观 的 几何 解释 ， 问 题 在 下 
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维 复 空 间 也 可 以 看 作 是 实 空间 ， 因 为 既然 对 于 它 的 元 素 定 义 了 乘 

以 复数 的 导 法 ， 自 然 也 就 定义 了 乘 以 实数 的 敢 法 ， 但 将 " 扒 复 空 

间 看 作 实 空间 时 , 它 的 维 数 是 2n, 即 大 了 一 倍 ， 实 际 上 ,如果 6 

6 "…， ta 是 复 空间 的 一 组 基 , 那么 将 它 看 作 实 空间 时 可 以 取向 量 
ior, Cs, ier, en ien, 这 里 i= 和 MV 一 

作为 这 个 空间 的 一 组 基 . 

因此 , 二 维 复 空间 可 以 解释 作 实 的 但 是 是 四 维 的 空间 . 

更 进一步 ， 如 果 选 取 和 任意 一 个 数 集 ， 它 异 于 一 切实 数 的 集合 
及 一 切 复数 的 集合 ， 把 它 作为 空间 中 “向 量 " 冬 以 数 的 乘法 所 容许 
的 数 的 集合 , 只 要 在 这 个 数 集中 进行 基本 算术 运算 一 一 加 、 减 、 冬 、 
除 一 一 的 结果 仍然 属于 这 个 集合， 那么 线性 空间 的 理论 形式 上 也 
没有 什么 改变 ， 适 合 上 面 所 说 的 条 件 的 数 集 称 为 数 域 (这 个 概念 
将 会 在 第 二 十 章 中 更 详细 地 了 予以 研究 )。 警 如 有 理 数 集 就 十 数 域 
的 一 个 例 于 . 

在 一 些 接近 数论 的 代数 分 支 中 ， 有 效 地 运用 了 任意 域 上 线性 
空间 的 理论 . 

2 维 欧 氏 空间 ”在 前 面 的 讨论 里 , 我 们 还 没有 推广 通常 向 全 
空间 中 的 一 些 重 楼 的 概念 ， 特 别 是 向 量 长 度 和 向 量 夹 角 的 概念 
我 们 知道 在 解析 几何 中 , 在 关于 直线 与 贺 的 交点 ,平行 性 以 及 很 多 
别 的 问题 里 , 并 没有 用 到 这 些 概念 ， 空 间 的 性 质 , 在 描述 它们 的 时 
候 并 不 需要 向 量 长 度 和 光 角 这 些 概念 的 ， 可 以 刻 划 为 在 任意 仿 射 
变换 ( 见 第 一 卷 第 三 章 § 了 1) 之 下 不 变 的 性 质 ,根据 这 个 原则 , 线性 
空间 中 没有 定义 向 量 长 度 这 个 概念 的 称 为 仿 射 空间 . 

然而 在 很 多 数学 问题 里 需要 将 向 最 长 度 及 夹 角 的 概念 推广 到 
n 维 空间 中 米 ， 这 可 以 用 类 似 于 平面 上 或 空间 中 向 呈 理 论 的 方法 
来 进行 推广 . 

先 来 研究 实 的 行 向 量 空间 ， 疝 量 下 == (zy, za,…, zn) 的 长 度 
定义 为 | 下 | = W 研 十 邢 十 … 十 天 这 个 数 .。 这 是 很 自然 的 ， 因 为 当 
nm 一 2 和 ?= 一 3 时 ， 正 是 按照 这 个 公式 从 向 最 对 于 笛 卡 儿 坐标 轴 的 
坐标 来 计算 它 的 长 虎 的 . 
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向 量 的 赤 角 这 个 概念, 也 可 以 很 自然 地 从 下 面 的 考察 引进 来 . 
在 平面 上 或 空间 中 ,向 量 下 和 卫 的 夹 角 就 是 以 4B= | 下 |，4C 一 
1 卫 和 BO= | 下 一 了 | 为 边 的 三 角形 中 4 的 顶 角 - 

在 n 维 空间 中 自然 地 采用 它 作为 向 量 的 夹 角 ， 即 可 以 这 样 想 
象 ， 从 n 维 空间 中 把 这 一 对 向 量 “ 抽 出 ” 米 青 把 它们 “安置 ”在 平面 
中 而 不 改变 它们 的 长 度 和 夹 角 ， 然 而 在 这 样 一 个 定义 中 却 有 不 严 
格 之 处 ， 即 以 向 十 长 度 | 时 |, | | 和 | 下 一 下 | 为 边 的 三 角形 的 存 
在 性 还 需要 证 时. 

为 了 免除 这 个 不 确切 之 处 ,我 们 引进 计算 角 的 公式 。 从 三 角 
中 的 著名 公式 

BO’— AB*+AO 2AB.AC oosp 

可 以 排出 


+ Pl- 有 -Yl 
人 EE - 


一 人 十 十 名 十 娘 填 … 寺 纺 十 (一 YD) 十 十 (rn 一 Yn)” 
EP INE 
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如 果 像 在 三 维 空 间 中 一 样 ， 我 们 保留 两 个 向 景 的 “数量 积 ”这 
个 名 词 为 它们 夹 角 的 余弦 乘 以 它们 长 度 的 乘积 ， 那 么 向 基 的 数量 
积 可 以 按照 公式 

.Y= + 二 dn 

来 计算 ， 这 个 公式 当 n=2 和 n=3 时 与 通常 向 量 的 数量 积 的 著名 
公式 一 致 

严格 地 说 , 必须 把 式 子 my: 十 … 十 aygn 取 作 向 量 积 的 定义 ( 因 
为 利用 角 来 定义 向 车 积 是 有 不 严 恪 之 处 的 ), 然后 再 用 公式 

oo8p— EE 《3) 
pAbd 

来 定义 向 盟 的 夹 角 . 

我 们 就 这 样 来 做 . 

为 了 证 明 角 的 这 个 定义 的 合理 注 ,我们 必须 证 明 (3) 式 右 方 的 
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绝对 值 不 超过 1， 即 (了 -了 ?< | 下 |3.| 卫 4. 

将 此 不 等 式 展 开 , 即 得 

《za 十 … 十 oaga)a<( 王 十 … 十 号 ) (9 十 5 

这 个 不 等 式 称 为 榈 西 - 布 涅 考 夫 斯 基 不 等 式 , 而 且 是 可 以 直接 证 明 
的 ,只 是 计算 相当 复 染 .我 们 用 下 面 这 个 间接 的 方法 来 证 明 。 

首先 我 们 指出 数量 积 有 下 面 这 些 性 质 : 

十 、 当 在 0 时 ， 互 .下 一 | 互 |*>0. 

2'. X.Y= 了 

8'. (eo). Y=c(¥.Y). 

4. (Ki+ EF= E.R. 

这 些 性 质 的 成 立 可 以 从 用 上 坐标 表 出 数量 积 的 式 子 推出 。 

现在 引进 向 量 王 +t 到 来 研究 它 , 其 中 # 是 任意 实数 ,我 们 是 
1Y+t 玉 |”>0, 因为 向 量 长 度 的 平方 不 能 是 负 的 。 但 根据 数 最 积 
的 定义 ，| 了 + 于 | 一 | 了 |? 二 2: 下 .了 +#| 下 |*， 再 者 我 们 知道 ， 二 
次 三 项 式 对 于 实 变数 + 的 一 切 值 当 且 仅 当 它 的 根 是 虚数 或 相等 ， 
即 它 的 判别 式 是 负数 或 等 于 零 时 永远 取 非 负 值 . 但 二 次 三 项 式 
171s 寺 24 入 .了 + 如 | 时 | 的 判别 式 等 于 和 下 -了 )? 一 41 尺 91 了 | 
因此 (二 * 了 )? 一 | 于 |?|1 Yl?<0, 此 式 等 价 于 柯 西 - 布 湿 考 兴 斯 基 不 
媒 式 . 

本 三. 了 | 

从 所 证 明 的 不 等 式 推 由 -| 车 上-<1， 因 此 按照 (8) 式 来 定 
义 夹 角 是 合理 的 . 

更 进一步 , 不 难 导出 不 等 式 

I¥I—-iYI<IX+ YI<|X¥I+1Yl, 

由 此 更 不 难 推出 以 | 踢 '，| 站 | 和 | 瑟 一 下 为 边 的 三 角形 的 存在 
性 . 因此 ,前 面 所 给 出 不 严格 的 、 但 几何 上 却 很 直观 的 角 的 定义 也 
获得 了 合理 的 基础 . 

外 维 欧 民 空间 的 公理 定义 ”在 前 面 , 我 们 在 行 空 间 中 引进 了 
向 量 的 长 度 、 夹 角 及 数量 积 的 概念 。 在 一 般 的 局 公 理 定义 的 n 维 
实 线 性 空间 中 , 这 些 概 念 也 可 以 用 公理 来 定义 , 而 基础 是 数量 积 这 
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个 要 人 

线性 实 空间 中 向 仅 的 数 晤 条 法 是 对 于 任意 一 对 疝 量 下 和 也 
相应 一 个 实数 的 对 应 ， 这 个 相应 的 实数 称 为 它们 的 数量 积 瑟瑟 
而 且 这 个 对 应 应 当 适 合 下 面 这 些 要 求 (公理 ): 

并， 当 丰 #0 时 ， 玉 ,到 >0; 0.0 一 0. 

2'. .Y= Y.X. 

8'. (eK) ,=o( 工 .办 ， 

CC 4 .OTP SP A SP CP 有 

然后 把 效 VT- 下 到 作 向 量 旺 的 长 度 ， 而 数 下 这: 瑟 广 总 
取 作 向量 下 和 了 的 夹 角 。 为 了 证 明 后 面 这 个 定义 的 合法 性 , 过 
要 证 明 柯 丙 - 布 温 考 夫 斯 基 不 等 式 (了. 了 )?< | 下 | 也 | 成立， 但 
这 可 以 完全 像 前 面 一 样 来 证 明 。 在 刚才 的 证 明 里 ,只 用 到 数 全 和 
的 此 质 2%，8' 人 而 行 变 间 的 特殊 性 在 证 明 中 并 不 起 作用 ， 在 
实 线性 空间 中 引进 了 适合 公理 一 的 数量 积 的 就 称 为 欧 反 空 
间 ， 

在 数学 中 研究 了 很 多 具体 的 线性 空间 ， 它 们 邹 数 量 积 可 以 用 
种 种 不 同 的 方法 引进 , 它们 的 选取 决定 于 问题 的 实质 . 例如 ,入 
是 定义 在 已 知 区 间 a<t<b 上 的 间 变 开 生 数 . 在 以 下 (9) 为 元 素 的 
空间 中 , 两 个 元 素 下台 和 Y(D 的 数量 积 常 取 作 数 人 (2D 了 (Dd 
或 数 | 入 (9 YOp(Da， 其 中 p() 是 某 个 正 十 数 ， 容易 看 出 天 
论 那 一 个 定义 都 满足 公理 了 一 此 

正 交 性 标准 正 变 基 ” 欧 氏 空间 中 两 个 向 基 称 为 正 交 (或 和 
直 ), 如 果 它们 的 数量 积 等 于 零 。 容易 看 出 ， 两 两 正 交 的 一 组 非 有 
向 玫 永 远 线性 无 关 ， 实 际 上 , 设 下 瑟 ，…， 下 是 一 组 卫 两 正 交 
的 非 夫 向 量 , 并 设 下 -+o 于 二 … 二 cn。 一 0, 那么 根据 数量 积 的 
性 质 就 有 下 (cui 二 os+… 十 cns) 一 ou| 卫 ?0， 由 此 推出 
a0， 用 同样 的 方法 可 以 证 明 aco=0.， 因此， 下 ,和 下， 
…， 入 ,线性 无 关 . 
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从 上 面 证 明 的 事实 推出 , n 维 空 间 中 顶 多 存在 “个 两 两 正 交 
的 非 零 向 景 ， 而 任 一 由 n 个 两 两 正 交 非 零 向 量 所 组 成 的 集合 都 龙 
空间 的 一 纽 基 。 此外, 如果” 个 两 两 正 交 的 向 量 的 长 度 都 等 于 1， 
那么 它们 所 组 成 的 基 就 称 为 标准 正 交 基 . 

不 难 证 明 , 在 欧 氏 空间 中 存在 着 标准 正 交 基 , 而 它们 的 个 数 还 
可 以 无 限 多 。 但 我 们 不 准备 证 明 这 个 事实 。 此外， 如 果 在 空间 民 
中 选 出 了 某 个 于 空间 ， 那 么 这 个 子 空间 的 标准 正 交 基 可 以 添加 上 
一 些 向 量 补充 成 整个 空间 的 一 组 标准 正 交 基 . 

欧 氏 空间 中 的 向 量 最 好 用 它 在 某 个 标准 正 交 基 中 的 坐标 给 
出 ,因为 这 时 数量 积 的 式 子 特别 简单 .实际 上 ， 如 果 向 量 及 在 标 
准 正 交 基 @, es,…, es 中 的 坐 宗 是 (zu sa，…， zw), 而 向 量 了 的 
坐标 是 (ys, ya,…, ys), 即 

EF— met+mest .+zoes 及 下 一 %:ei 十 gze3 十 … 十 greu 
那么 根据 数量 积 的 性 质 就 有 

:Yriyeert ry Cr+" + Tine1* en 





二 4aV1C9" C1+ T/Cn* C2 "二 nyaEn' en 


= yi tay + Tne, 

因为 当 i# 上 时 , @ires 一 0, 而 当 i=1, 2 n 时 , ere,=|e|? 一 1 
特别 有 下 "下 一 池 十 咀 十 … 十 吗 ， 

因此 ， 向 量 的 长 度 和 数量 积 可 以 按 行 空间 中 同样 的 公式 用 它 
在 标准 正 交 基 中 的 坐标 甫 出 - 

从 欧 氏 空间 的 一 个 模型 一 一 行 空 间 一 一 到 一 般 的 、 用 公理 定 
义 的 欧 氏 空间 的 过 程 并 没有 引起 任何 复杂 化 ， 而 只 是 扩大 了 理论 
的 应 用 范围. 

现在 还 要 研究 关于 向 量 在 子 空间 上 的 正 交 投影 问题 . 设 及 
是 一 个 nn 维 欧 氏 空间 ，Ps 是 它 的 一 个 m 维 于 空间 再 设 ev 
ea …， em 1 …, fn-n 是 Rs 的 一 组 标准 正 交 基 , 并 包 有 于 空间 
了 Po 的 一 组 标准 正 交 基 ea Es,…, Bm。 由 向 量 天 , 万，…， 也 -= 所 
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张 成 的 子 空间 Q@。_。 称 为 Pa 的 正 交 补 空间 , 它 的 维 数 等 于 ?一 on。 
正 交 补 空间 Qn 可 以 刻 划 为 与 了 空间 Po 中 一 切 向 量 都 正 交 的 
全 体 向 量 所 组 成 的 集合 . 

三 ,中 的 任意 向 量 加 可 以 唯一 地 表 作 了 Pm 中 一 个 向 量 脏 各 
Qa-m 中 一 个 向 牙 了 的 和 ， 从 向 量 如 可 以 唯一 表 成 

也 -me: 十 … 十 zmEn 十 护 太 十 … 十 加-m fm 

的 静 状 就 庆 道 这 古 很 显然 的 ， 因 为 令 下 一 ziel 十 … 十 Duem， 芋 一 
全 有 十 … 十 Yn-afn-m 就 行 了 。 

向 量 下 称 为 向 量 如 在 Pa 上 的 下 交 投影 

西 空间 ” 向 长 的 长 度 和 数量 积 的 概念 ， 在 复 空间 中 也 可 以 
定义 。 我们 仍然 以 数 基 积 的 概念 作为 基础 , 它 可 以 如 下 地 定义 : 让 
复 空间 中 每 一 对 向 量 革 和 YY 部 相应 一 个 复数 (不 必要 是 实数 )， 
称 为 它们 的 数 最 积 在" 了 Y，、 数 量 乘法 这 个 运算 应 该 适合 下 询 公 理 ; 

1". 阁下 #0, 下 下 是 正 实数 ,而 0.0= 0. 

2"， 荆 .下 一 ( 民 . 了 这 里 撤 表 示 复 共 鲍 数 . 

3"， (co 昨 ) .了 一 c( 习 .了 ) 对 任意 复数 c. 

人 (已 :十 下 9) .了 一 下 ++ 看 se 了 了 (分 配种 ). 

在 以 复数 为 元 这 的 行 所 组 成 的 行 空 间 中 ,向量 (e122, ,ew) 
和 (ys Ya，…, 如) 的 数量 积 可 以 取 为 mg 十 ma 玖 十 … 士 zu 这 个 
数 .容易 证 明 , 这 时 公理 1" 一 4" 都 成 立 . 

下 MV 惨 玉 这 个 数 作为 向 量 的 长 度 ， 向 大 间 夹 角 的 概念 不 去 
定义 . 





空间 如 具有 适合 公理 1" 一 4 的 数量 积 ， 则 称 为 亚 空 
癌 。 


§3. 线性 方程 组 


两 个 含 两 个 来 知 数 的 方程 组 及 三 个 含 三 个 未 知 数 的 方程 组 
现 个 食 两 个 未 知 数 的 方程 组 的 一 般 形状 是 
* 也 可 译作 单 式 正 交 空间 ， 一 一 至 者 注 
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aa5 十 29 一 cry 
ayr t+ bay =02. 
要 和 解 这 组 方程 ， 先 将 第 一 个 方程 到 以 8， 再 将 第 二 个 方程 科 
以 -5 然后 相 如 , 我 们 就 得 到 
《capa 一 sgi)z 一 cl5s 一 cap 
同 理 ， 将 第 一 个 方程 乘 以 一 es， 将 第 二 个 方程 莱 以 cx， 然后 再 相 
加 ,就 得 到 
a02— aabi) y= 162 — 261. 
只 要 这 两 个 等 式 里 > 和 yz 的 系数 16 一 aob 不 等 于 零 ， 就 容 
易 从 这 两 个 等 式 里 定 出 = 和 4 来 ，Q15s 一 aab: 这 个 式 子 称 为 方程 


1 br 站 | 
组 的 系数 所 组 成 的 短 阵 “8 “的 和 过， 行列 式 记 作 | 
从 上 面 给 出 的 定义 推 知 ,行列 式 可 以 按照 下 图 进行 计算 
这 个 图 的 含义 自明 , 不 再 需要 解释 . 
现在 讨论 方程 组 的 解 ， 根 据 行 列 式 的 定义 ,mbesbs 和 
qics 一 sot 这 商 个 式 子 也 可 以 玫 作 行列 式 ， ji 














aa ca 上 


























我 们 就 得 到 方程 组 
的 泌 的 公式 : 
cr bs qo | 
ca b aa es 
“| 9 | 二 到 人 
qs ba aa bs 








严格 地 说 ,上面 进行 的 讨论 是 不 完 各 的、 我 们 在 导出 方程 组 
的 解 的 公式 时 ， 对 于 方程 所 作 的 运算 只 在 假定 了 = 和 Y 是 组 成 方 
程 组 的 解 的 两 个 数 时 才 可 理解 .上 而 记 进 行 的 讨论 的 逻辑 实质 
是 ， 如 有 果 方 程 组 的 系数 组 成 的 行列 式 不 等 于 零 而 方程 组 的 解 存在 
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前 话 ， 那么 它 的 解 可 以 按照 公式 (分 来 计算 、 因 此 , 还 需要 证 明 所 
求 得 的 未 知 数 的 值 的 确 适合 方程 组 里 的 两 个 方程 。 这 做 起 来 并 没 
有 困难 . 
这 样 一 来 , 如 果 方程 组 的 系数 组 成 的 行列 式 不 等 于 零 , 那么 方 
程 组 就 有 了 唯一 的 一 组 解 , 而 这 组 解 由 公式 (多 给 出 。 
对 于 三 个 末 知 数 的 三 个 方程 组 
qz+i+ b+ od, 
Gat 十 8 埃 十 cz 一 do 
aaz 十 0ag 十 cz 一心 
不 难 进 行 类 似 的 讨论 与 计算 一 一 这 需要 将 三 个 方程 各 乘 以 适当 的 
数 之 后 相 加 ,使 得 相 加 以 后 消去 两 个 未 知 数 . 为 了 消去 未 知 数 9 
和 2z， 应 该 取 52cs 一 bsca，Dscr 一 bcs，526a 一 bac1 作为 乘 数 ， 这 是 容 
易 验算 的 . 
结果 我 们 得 到 : 如 果 式 子 
4 一 aabzca 一 ai5aC9 十 dabaci 一 Go8ica 十 aabica 一 0abac1 
蜡 于 零 , 那么 方程 组 有 唯一 解 , 它 可 以 按 公式 
由 Ca 


; 
a 


求 得 ， 其 中 小, 4, 4 是 在 4 中 将 相当 的 未 知 数 的 系数 用 自由 项 
来 代替 所 得 的 式 子 . 


式 子 4 称 为 逢 阵 

a bi ce 

| b» = 
ca ba ca 

的 行列 式 , 记 作 

G1 bi er 
gs b2 co|。 
aa be ca 








为 了 计算 行列 式 , 可 参考 下 面 的 图 : 


0» 


-二 


江波 
在 第 一 图 里 ， 用 线 (一 个 对 角 线 和 两 个 三 角形 ) 所 联 钴 起 来 的 位 置 
上 的 元 素 之 积 附 以 正 号 是 行列 式 的 履 开 式 中 的 项 ， 而 在 第 二 个 图 
里 ， 甩 线 所 联结 起 来 的 位 置 上 的 元 素 之 积 附 以 负 号 是 行列 式 的 展 
开 式 中 的 项 . 

我 们 对 于 两 个 合 两 个 未 知 数 的 方程 组 及 三 个 含 三 个 末 知 数 的 
方程 组 得 到 了 完全 类 似 的 结果 . 在 这 丙种 情形 , 如 果 系 数 矩 阵 的 
行列 式 不 等 于 零 , 方 秘 组 就 有 唯一 解 ， 解 的 公式 也 是 类 似 的 ,每 一 
个 未 知 数 的 分 母 都 是 系数 矩阵 的 行列 式 ， 而 分 子 是 将 系数 矩阵 中 
把 要 求 的 未 知 数 的 系数 用 自由 项 来 代 短 所 得 到 的 矩阵 的 行列 式 ， 

把 这 些 结果 直接 推广 到 含 个 未 知 数 的 “个 方程 组 是 困难 
的 ,用 间接 的 方法 来 做 比较 容易 做 到 , 即 先 推广 行列 式 的 概念 到 任 
意 阶 的 方 阵 上 去 , 并 研究 行列 式 的 性 质 , 然后 再 把 它 的 理论 应 用 到 
方程 组 的 研究 上 去 . 

寻 阶 行列 式 ”研究 行列 式 的 展开 式 ， 


| 
aa 





一 ap 一 qabz 
及 
a b: oe 


aa ba cs|—abzs—abacat abacs— obicst aabica— aabacr 








aa bs cs 
时 , 我 们 发 现 , 在 每 一 项 里 都 有 每 行 的 一 个 元 素 和 每 列 的 一 个 元 素 
出 现 作为 因子 ， 而 且 所 有 这 种 可 能 的 采 积 都 在 行列 式 的 展开 式 中 
出 更 ,只 是 前 面 附 以 加 号 或 减 号 。 这 个 性 质 可 以 作为 将 行列 式 的 
概念 推广 到 任意 阶 方 阵 上 去 的 基础 。 即 , nn 阶 方 阵 的 行列 式 , 或 简 
单 地 说 , n 阶 行列 式 是 方 阵 中 从 每 一 行 取 一 个 元 素 从 每 一 列 取 一 
个 元 素 作 成 的 所 有 乘积 按 一 定 的 规律 冠 以 正 号 或 负 号 后 的 代数 
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各， 引进 这 个 一 定 的 规律 相当 复杂 ， 我 们 不 准备 倒 述 它 。 重 要 的 
是 指出 ， 它 是 由 下 面 这 些 行列 式 的 重要 基本 性 质 能 成 立 而 确定 
的 : 

1. 将 行列 式 的 两 行 交换 , 行列 式 的 符号 改变 . 

对 于 2 阶 及 3 阶 行列 式 ， 这 个 性 质 容易 用 直接 计算 来 验证 . 
在 一 般 情 形 , 它 的 证 明基 于 我 们 所 没有 人 述 的 符 苇 规 律 . 

行列 式 有 一 系列 其 他 的 重要 性 质 ， 这 些 性 质 使 我 们 能 够 有 成 
效 地 在 各 种 各 样 的 理论 及 数值 计算 中 末 用 行列 式 ， 不 管 行列 式 多 
么 复杂 , 要 知道 , 不 难看 出 阶 行列 式 含有 ml 项 , 而 每 一 项 又 由 
个 因子 组 成 , 旦 这 些 项 前 面 还 按照 一 个 复杂 的 规律 冠 以 符号 . 

现在 把 行列 式 的 基本 性 质 列举 出 来 , 但 不 详细 证 明 ， 

这 些 性 质 中 的 第 一 个 已 经 令 述 在 上 而 了 , 

2 将 行列 式 的 矩阵 转 置 一 下 ， 即 用 列 来 代替 行 而 不 变 其 硕 
序 , 行列 式 不 变 值 . 

这 个 性 质 的 证 明基 于 对 行列 式 各 项 前 的 符号 安排 的 规律 的 分 





析 . 
3. 行列 式 是 它 任意 一 行 (或 列 ) 的 元 素 的 线性 函数 ， 详 细 地 
说 ， 
LT 
Gn … gm| 一 aa4a+asda 十 … 十 qinday 《5) 
nl ne 


其 中 4u, 4w, …, A 是 不 依赖 于 袜 行 元 素 的 式 子 . 

显然 这 个 性 质 由 行列 式 的 每 一 项 都 含 某 一 行 的 ， 例 如 第 衬 行 
的 , 一 个 元 素 而 且 只 会 它 的 一 个 元 素 得 出 . 

等 式 (5) 称 为 将 行列 式 按 ; 行 元 素 展 开 ， 而 Au, hm, …， 4w 
称 为 元 素 au, aa …，qw 在 行列 式 中 的 代数 余子 式 . 

.元 素 4s 的 代数 余子 式 除 去 差 一 个 符号 外 等 于 行列 式 的 
所 谓 子 式 4 即 从 原 矩 阵 划 去 第 外行 与 第 了 列 所 得 的 名 一 1) 阶 窃 
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阵 的 行列 式 ， 为 了 从 于 式 得 到 代数 余子 式 需要 在 它 前 面 放 罚 符号 
(一 DD 性质 3 和 和 将 mm 阶 行列 式 的 计算 归结 为 (n 一 1) 阶 行列 
式 的 计算 . 
从 所 列举 的 这 些 基本 性 质 推出 行列 式 的 许多 有 用 的 性 质 ， 我 
们 列举 出 它们 定 的 一 些 来 . 
右 、 具有 两 个 同样 的 行 的 行列 式 等 于 零 . 
实际 上 , 如 果 行 列 式 有 两 个 同样 的 行 ， 那 么 将 它们 对 换 一 下 , 
行列 式 之 值 并 不 改变 , 因为 这 两 行 一 样 , 可 是 同时 根据 第 一 个 性 质 
又 要 改变 符号 , 因此 它 等 于 零 . 
6. 任意 一 行 的 元 烷 与 男 外 一 行 元 素 的 代数 余 于 式 的 桶 积 之 
和 和 等于零. 
实际 上 ， 这 样 的 和 是 将 一 个 具有 两 个 相同 的 行 的 行列 式 按 其 
中 一 行 展开 的 结果 . 
了. 任意 一 行 的 元 天 的 公 因子 可 以 提 到 行列 式 符 号 的 外 春 
来 ， 
这 由 性 质 3 推出 ， 
8 含 两 个 成 比例 的 行 的 行列 式 之 值 等 于 零 . 
只 要 把 比例 因子 提出 来 就 得 到 一 个 会 两 个 同样 的 行 的 行列 
式 ， 
9. 如 果 将 行列 式 中 茶 一 行 的 元 素 加 上 与 另 一 行 的 元 素 戌 比 
例 的 数 ,行列 式 之 值 不 变 . 
实际 上 , 根据 性 质 3, 这 样 造 的 行列 式 等 于 原来 的 行列 式 与 合 
两 个 成 比例 的 行 的 行列 式 之 和 ,而 后 面 这 个 行列 式 等 于 零 . 
最 后 这 个 性 质 给 出 计算 行列 式 的 一 个 好 方法 . 利用 这 个 性 
质 ， 可 以 将 行列 式 的 矩阵 变 成 一 个 某 一 行 (或 列 ) 的 元 素 只 一 个 以 
外 都 为 零 的 矩阵 而 不 变 行 列 式 之 值 。 然 后 就 可 以 将 这 个 行列 式 按 
这 一 行 (或 列 ) 展开， 我 们 就 把 " 阶 行 列 式 的 计算 化 为 (mn 一) 阶 的 
一 个 行列 式 的 计算 ， 即 尺 需 计算 所 选 的 这 一 行 里 唯一 的 那个 不 等 
于 零 的 元 素 的 代数 余子 式 . 
例如 , 需要 计算 行列 式 


1 下 一 治 
2 一 | 业 波 
4 一 E 
=1 2 01 
1 1 一 3 工 


将 第 一 列 瑟 以 一 1 加 到 第 二 列 , 将 第 一 列 直到 第 三 列 , 并 将 第 一 列 
乘 以 一 2 加 到 第 四 列 , 就 得 到 
1 0 0 0 


1 0 -1 -1 
将 4 按 第 一 行 的 元 素 展 开 就 得 到 








-3 8 -3 
4=tl(-Drzl 3 -1 3|. 
0 -1 -i 
最 后 , 将 第 二 行 加 到 第 一 行 , 再 按 第 一 列 展开 就 得 到 
0 2 0 六 
4-|8 -1 8|-8.(~D)™s |--s. -2) -6, 
ee Cd pe 《 











方 阵 4 的 行列 式 记 作 |4|. 

最 后 我 们 再 举 出 行列 式 的 一 个 重要 性 质 . 

两 个 方 阵 的 芭 积 的 行列 式 等 于 这 两 个 方 阵 的 行列 式 的 滋 积 ， 
即 |4B| 一 14| "| 好 |. 

特别 ， 这 个 性 质 使 我 们 能 将 同 阶 的 行列 式 按 乍 阵 乘法 规律 相 
隧 . 

含 允 个 未 知 数 的 如 个 线性 方程 组 ”利用 行列 式 很 容易 将 前 

面 得 到 的 关于 含 两 个 未 知 数 的 两 个 方程 组 及 含 三 个 未 知 数 的 三 个 
方程 组 的 结果 枞 广 到 含 个 未 知 数 的 个 方程 组 来 ， 只 要 方程 组 
的 系数 矩阵 的 行列 式 不 等 于 零 . 

设 CN 


Grids "十 Gnd 二 于 be 
是 这 样 一 个 方程 组 , 以 4 到 这 个 方程 组 的 系数 和 矩阵 的 行列 式 , 再 以 
如 表 元 素 au 的 代数 余子 式 。 将 第 一 个 方程 乘 以 4w, 第 二 个 方程 
乘 以 Aw, …, 第 mm 个 方程 乘 以 4w, 然后 相 吉 ,我 们 得 到 
Ary= DAyy+ -+b A 

实际 上 , 除了 = 的 系数 之 外 , 其 余 未 知 数 的 系数 都 等 于 零 , 因 
为 它们 是 了 列 元 素 的 代数 余子 式 与 另 一 列 元 素 的 乘积 的 和 (性质 
6, 运用 到 列 上 ); 而 2 的 系数 等 于 j 列 元 素 与 它 的 代数 余子 式 的 
乘积 的 和 , 因而 等 于 4 

这 样 一 来 ， 


6) 


像 前 面 所 说 的 一 样 ， 上 而 所 进行 的 论述 只 在 假定 了 方程 组 解 的 存 
在 性 并 将 zz, …， 2 了解 为 方程 组 的 解 时 才 有 意义 . 

因此 , 上面 论述 的 结论 如 下 ; 

如 果 方 程 组 的 解 存在 , 那么 它 由 公式 (6) 给 出 而 且 是 唯一 的 . 

为 了 论述 的 完整 , 还 需要 证 明 方 程 组 的 解 的 存在 , 为 此 需 将 所 
得 值 代替 未 知 数 代入 原 方程 组 的 一 切 方程 ， 采 用 行列 式 的 同一 性 
质 (应 用 到 行 ) 容 易 验证 , 求 得 的 值 的 确 适合 一 切 方程. 

于 是 , 下 面 的 定理 成 立 ; 如 果 含 mn 个 未 知 数 的 m 个 方程 组 的 系 
数 矩 阵 的 行列 式 不 等 于 零 , 那么 这 个 方程 组 有 唯一 解 , 它 的 解 由 公 
式 (6) 给 出 . 

这 个 公式 还 可 以 变形 ， 即 和 B41 十 … 十 bhwy 可 以 写作 行列 
式 的 形状 ; 
Bb 





Qu 


in 











et-| 





ua en 
《自由 项 位 于 第 了 列 》. 

这 样 一 来 ， 前 面 对 于 含 两 个 未 知 数 的 方程 组 及 含 三 个 未 知 数 
的 方程 组 所 述 的 结果 完全 推广 到 含 " 个 未 知 数 的 方程 组 ， 而 所 得 


到 的 妈 的 公式 也 是 有 癌 样 形状 的 . 
我 们 注意 上 面 所 证 明 的 定理 的 一 个 推论 . 
如 果 已 经 知道 方程 组 根本 没有 解 或 解 不 叭 一， 那么 它 的 系数 
矩阵 的 行列 式 等 于 零 . 
这 个 推论 特别 可 以 应 用 到 齐 次 方程 组 , 即 自 由 项 如 , bs, 
b， 者 等于零 的 方程 组 ， 齐 次 方程 组 总 有 所 谓 “ 显 然 " 解 一 24 一 … 
一 am 一 0. 
如 果 齐 次 方程 组 除了 显然 解 之 外 还 有 非 显然 解 ， 那 么 它 的 行 
列 式 等 于 零 . 
这 个 断言 打开 了 在 其 他 数学 部 门 及 其 应 用 中 采用 行列 式 论 的 
可 能 性 ， 
例如 , 考虑 解析 几何 的 一 个 问题 . 
求 通 过 不 在 同一 直线 上 的 三 个 已 知 点 (za gu 如 ), (wo, ya, 为 ) 
和 (zs, ys, zs) 的 平面 的 方程. 
从 初等 几何 知道 ,所 求 的 平面 是 存在 的 。 设 它 的 方程 是 Az 十 
By+0z+D=0, 那么 
Axi1+ Byi+0Cs+D=0, 
Azs+ Bys+ Oz+D=0, 
Azs+ Bys+ Czs+ D=0. 
设 z, gy, ?是 这 个 平面 上 任意 点 的 坐标 , 那么 还 有 
Az+Byt+Cz+D=0. 
将 这 四 个 方程 看 作 是 对 于 欲求 平面 的 系数 4, P, 0, D 的 齐 
次 线性 方程 组 。 这 个 方程 组 有 非 显然 的 解 , 因为 欲求 的 平面 存在 
因此 ,方程 组 的 行列 式 等 于 零 , 即 
wm 及 1 
2 ga 2 1 
Za Ys zs 1 
下 和 可 于 
这 就 是 欲求 平面 的 方程 。 实际 上 ， 它 是 =, y, 2 的 一 次 方程 ， 
这 从 行列 式 对 十 最 后 一 行 元 素 的 线性 性 质 即 可 推出 。 
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采用 已 知 的 三 个 点 不 在 同一 直线 上 这 一 事实 ， 不 难 验 证 这 个 
方程 的 系数 不 可 能 都 等 于 零 。 因 此 , 等 式 (7) 的 确 是 一 个 平面 的 方 
程 。 这 个 平面 通过 已 知 点 , 四 为 它们 的 坐标 显然 适合 方程 , 

含 关 个 未 知 数 的 只 个 方程 的 和 矩阵 写法 会 "个 未 知 数 的 多 
个 线性 方程 组 

Jum t+ "+ am = bi 





Gnd1 + maT ba 
可 以 用 矩阵 符号 写成 一个 等 式 的 形 次: 
AX=—B. 
这 里 4 表 系 数 逢 阵 , 甩 表 由 未 知 数 所 组 成 的 列 ， B 表 自 由 项 
所 组 成 的 列 . 
方程 组 的 解 (如 困 和 矩阵 4 的 行列 式 不 等 于 零 ) 可 以 详细 地 写 
作 (参看 公式 (6)): 


ma 他 2+ 仓 名 Ba++ 十 他 





4 各 
Ci i 








一 各 ht 谷 Ba+ 
或 写成 矩阵 形式 








作为 等 式 右 方 第 一 个 因子 的 矩阵 称 为 4 的 地 矩阵 ， 记 作 4 3， 采 
用 了 这 个 记号 ， 我 们 就 得 到 方程 组 4 了 =B 解 的 下 曾 这 个 简单 而 
自然 的 形状 : 
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=4-1B, 
它 好 像 含 一 个 未 知 数 的 一 个 方程 的 解 的 公式 - 
不 难 用 夭 阵 代数 的 语言 , 给 上 面 所 获得 的 结果 以 另外 的 论据 . 
为 了 这 个 目的 , 首先 应 该 指出 起 闭 特 殊 作用 的 矩阵 
100…0 





它 和 为 单位 征订 

单位 矩阵 在 方 阵 中 起 着 工 这 个 数 在 全 体 数 中 所 起 的 那样 的 作 
用 , 即 , 对 于 尾 何 矩阵 4, 等 式 4 五 = 4 和 五 4 一 4 都 成 立根 据 矩 
阵 箭 法 的 规律 很 容易 验证 这 一 点 ， 

上 面 所 定义 的 矩阵 4 的 道 和 矩阵 4 所 起 的 作用 , 类 似 于 一 个 
数 的 倒数 所 起 的 作用 , 即 

A4-1— 4-14— 甩 . 

可 以 根据 矩 库 的 彩 法 规律 与 行列 式 的 性 质 8 和 6 来 验证 这 些 
等 式 的 真实 性 . 

知道 了 单位 短 阵 和 地 矩阵 的 这 些 性 质 之 后 ， 可 以 按照 下 列 方 
式 求 方程 组 4 了 一 忆 的 解 . 

设 4X=B, 则 4-(4) 一 4-1B， 可 是 

A-1CAF)— (A414A)E- EX, 

因此 了 XY~A4-:B. 

现在 设 卫 一 4-!8, 那么 4~A4-1B~ BB. 

所 以 ,“ 方 程 ” 4 一 有 唯一 解 工 一 4 33， 只 要 4 存在 . 

我 们 在 入 阵 4 的 行列 式 不 等 于 鹤 的 假设 下 , 证 明了 4 的 逆 倘 
阵 4-+ 存在 . 这 个 条 件 对 于 逆 和 矩阵 的 存在 不 仅 充分 而 且 必 要 . 实 
际 上 , 设 对 于 矩阵 4 存在 着 道 矩 阵 4-+， 即 使 得 44 一 = 五， 那么 
根据 两 个 矩阵 宋 积 的 行列 式 的 性 质 , 就 有 

141:141 -1Bi-i 

由 此 推出 , 矩阵 4 的 行列 式 不 等 于 零 。 
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其 行列 式 不 等 于 零 的 矩阵 称 为 非 退 化 的 或 非 奇 异 的 这样， 
我 们 证 明了 对 于 非 退 化 矩阵 , 六 矩阵 永远 存在 ,而 且 只 对 于 它们 逆 
矩阵 帮 存在 

逆 逢 阵 概念 的 引进 不 仅 对 于 线性 方程 组 的 理论 有 用 ， 对 线性 
代数 的 其 也 一 些 间 题 也 有 用 。 

最 后 我 们 指出 ， 上 面 引进 的 解 线性 方程 组 的 公式 是 理论 性 的 
研究 中 不 可 缺少 的 工具 ， 但 在 方程 组 的 数值 解法 中 却 很 少 被 采 
用 ， 

正 象 我 们 已 经 指出 的 ， 方 程 组 的 数值 解法 有 很 多 各 式 各 样 的 
方法 和 计算 方案 已 经 求 得 。 由 于 这 个 问题 对 于 实际 的 重要 性 ， 馈 
得 方程 组 (特别 是 大 量 未 知 数 的 情形 ) 数 值 解法 的 简化 方面 的 研究 
工作 ,目前 正在 紧张 地 进行 着 . 

嫉 性 方程 组 的 一 般 情形 ”现在 我 们 转 到 最 一 般 情形 的 线性 方 
程 组 的 研究 , 甚至 不 假定 方程 的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 数 ， 在 这 个 
一 般 情形 ， 自 然 不 能 期 望 方程 组 的 解 永远 存在 或 当 它 存在 时 是 叭 
一 的 。 自然 会 预料 到 , 如 果 方 程 的 个 数 少 于 未 知 数 的 个 数 , 方程 组 
会 有 无 限 多 组 解 。 例如 ， 含 三 个 未 知 数 的 两 个 一 次 方程 被 这 两 个 
一 次 方程 所 定义 的 平面 的 交 线 上 的 一 切 点 所 适合 ， 当 然 也 可 能 在 
这 个 情形 方程 组 根本 没有 解 ， 即 当 两 张 平面 平行 时 就 如 此 ， 如 果 
方程 的 个 数 多 于 未 知 数 的 个 数 ,一 般 说 来 是 无 解 的 。 然而 在 这 种 
情形 下 , 方程 组 也 可 能 有 解 , 甚至 有 无 限 多 组 解 . 

为 了 研究 一 般 情 形 的 方程 组 的 解 的 存在 ， 以 及 由 方程 组 的 解 
所 成 集合 的 性 质 , 我 们 现在 讨论 方程 组 的 “几何 "解释 . 

方程 组 


dt Cama "+ ian = by, 





(8) 


Gn Gnata te 
在 m 维 列 空间 中 可 解 膨 作 
力 4: 十 局 4 十 … 十 am4 一 局. 
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这 里 44， 4，…，4, 卖 示 由 相当 的 未 知 数 前 的 系数 所 组 成 的 列 ， 
而 至 表示 出自 由 项 所 组 成 的 列 . 

在 这 个 解释 下 , 方程 组 解 的 存在 问题 就 化 为 已 知 向 量 如 是 否 
可 表 作 向 量 4:，4，…，4 的 线性 组 合 这 个 问题 . 

关于 这 个 问题 的 解答 几乎 是 显然 的 . 向 量 召 是 向 量 hs 
4,,…，A4, 的 线性 组 合 的 充分 必要 条 件 是 向 其 如 属于 向 量 A 
44，…，A, 所 张 成 的 向 量子 空间 , 换 句 话说 , 向 量 组 4，44s，…， 
4, 所 张 成 的 子 空间 与 向 量 组 4;，4a …，4， 加 所 张 成 的 子 空 
间 相 重 . 

因为 第 一 个 子 空间 包 在 第 二 个 于 空间 之 中 ， 那 么 它们 相 重 的 
充分 必要 条 件 是 它们 的 维 数 相等 ， 我 们 已 经 讲 过 , 已 知 向 量 组 所 
张 万 的 子 空 间 的 维 数 称 为 这 组 向 最 的 秩 ， 这 样 一 来 , 方程 组 x1A3 
十 zs 十 … 十 ods 电解 看 在 的 充分 必要 条 件 就 是 向 量 组 4:， 
4 …， 如 的 秩 与 向 量 组 41，As，…，A。, 妃 的 秩 相 等 . 

可 以 证 明 ， 向 量 组 的 秩 等 于 由 这 些 向 量 的 坐标 所 组 成 的 矩阵 
的 秩 ， 我 们 不 拟 证 明 ， 这 里 我 们 将 逢 阵 的 秩 理解 为 从 算 阵 划 去 一 
部 分 行 及 列 所 陛 组 成 的 不 等 于 零 的 行列 式 的 最 大 阶 数 . 

因为 方程 组 的 系数 是 向 量 4，As，-…， 4 的 坐标 (对 于 列 空 
间 的 自然 基 而 言 ), 而 它 的 自由 项 是 至 的 从 标 , 所 以 我 们 得 到 下 面 
这 个 彻底 解决 了 的 关于 方程 组 解 存在 条 件 的 结论 . 

线性 方程 组 


Qnm+ mazn bz, 





GmiT1 + "Gnas oo bm 

至 少 存在 一 组 解 的 充分 必要 条 件 是 由 方程 组 的 系数 所 组 成 的 矩阵 
的 秩 等 于 由 方程 组 的 系数 及 自由 项 所 组 成 的 矩阵 的 秩 . 

现在 来 研究 方程 组 的 解 所 成 的 集合 的 性 质 ， 如 果 解 存在 , 设 
方程 组 (8) 的 任意 一 组 解 是 吕 , 8, …, 吉 ， 令 = 贡生 Yi as 一 
赔 十 胡 ,…, zn 一 下 十 yo, 这 时 因为 到, 双 , …, 台 组 成 (8) 的 一 组 解 ， 
所 以 未 知 数 ys， ys，…, gs 需要 适合 齐 次 方程 组 

70. 


Carga 十 … 十 cantn 一 0 

A (9) 

Gmigi 二 二 Gm 0, 

其 系数 托 阵 与 (8) 的 相同 、 反 之 ， 将 (8) 的 一 组 解 中 ,中 ，…， 骏 加 
上 齐 次 方程 组 (9) 的 任意 一 组 解 , 仍然 得 到 (8) 的 一 组 解 . 

因此 , 为 了 获得 方程 组 (8) 的 通 解 , 需要 取 它 的 任意 一 个 特 解 ， 
然后 再 加 上 方程 组 (9) 的 通 解 . 

这 样 一 来 , 关于 方程 组 (8) 的 解 的 集合 性 质 的 问题 就 化 为 齐 次 
方程 组 (9) 的 同一 问题 了 .这 个 问题 在 下 面 讨论 . 

齐 次 方程 组 ”我们 要 在 " 维 欧 氏 空 间 中 来 解释 齐 次 线性 方程 
组 

aa01 十 Cdaga 十 … 十 Gagn 一 0 





ol91 十 Gaga 十 … Gongjn 一 





GY may "+ Gmaga — 0. 
(这 样 我 们 要 假定 方程 组 的 系数 是 实数 ， 对 于 复 系数 的 方程 可 以 
在 西 空间 中 给 出 类 似 的 解释 , 因而 得 出 类 似 的 结果 .) 
设 44，42，…， 妈 , 工 是 欧 氏 空间 中 的 向 量 ， 它 们 在 某 个 标 


次 正 交 基 下 的 坐标 分 别 是 
{G11, ala，…， Gdta)，(Gat，0aa，…， Ga) 
(Gim, Gmas ,Gnn), (Ws Yas Yn) 
这 时 方程 组 采取 下 麟 形状 : 


A'F=0, MAY=0, -…, A"F~0, 

即 方程 组 的 每 一 个 解 都 确定 一 个 与 诸 方程 的 系数 所 组 成 的 向 最 都 
正 交 的 向 量 . 

因此 , 解 的 集合 组 成 向 量 剧 ，42，…，4w 所 张 成 的 子 空间 的 
正 交 补 空间 。 前 面 这 个 子 空间 的 维 数 等 于 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 
7， 于 是 它 的 正 交 补 空间 , 即 “ 解 空 间 " 的 维 数 等 于 m 一 了 

在 每 一 个 子 空间 里 都 存在 着 一 组 基 , 即 一 组 线性 无 关 的 向 量 ， 
它 的 个 数 等 于 子 空间 的 维 数 ， 而 子 空间 中 任何 一 个 向 量 都 可 表 作 


“Tl, 


它们 的 线性 组 合 。 因 此 , 在 齐 次 方程 组 的 解 里 存在 着 n 一 7 个 线性 
无 关 的 解 ,使 得 方程 组 的 一 切 解 都 是 它们 的 线性 组 合 。 这 里 nn 家 
示 未 知 数 的 个 数 , 7 表示 系数 矩阵 的 秩 . 

于 是 , 齐 次 方程 组 解 的 构造 , 以 及 非 齐 次 方程 组 解 的 构造 , 就 
完全 阐述 清楚 了 ， 特别 ， 齐 次 方程 组 当 且 仅 当 系 数 矩 阵 的 秩 等 于 
朱 知 数 的 个 数 时 , 以 显然 解 z1 一 72 一 … 一 z» 一 0 为 它 的 唯一 解 . 基 
于 上 段 最 后 所 述 的 结果 ， 这 个 条 件 ( 当 相 容 竹 条 件 成 立时 ) 也 是 非 
齐 次 方程 组 解 的 唯一 性 的 条 件 . 

我 们 所 进行 的 方程 组 的 研究 明显 的 示 出 了 ， 推 广 的 几何 概念 
的 引进 如 何 给 复杂 的 代数 问题 带 来 简单 与 清楚 . 


§4. 线性 变换 


定义 和 例子 ”在 很 多 数学 研究 中 需要 改换 变数 ， 即 从 一 组 
变数 ,zs,，…， zn 过 渡 到 与 它们 有 函数 关系 的 另 一 组 变数 yu 
Ya Ye 

Y= Pm te, 7 em), 
一 Pt Ta, 





Yh Pam, 19, ; 
例如 , 如 果 变数 是 平面 上 或 空间 中 点 的 坐标 , 那么 从 一 个 坐标 系 过 
湾 到 另 一 个 伦 标 系 就 引起 坐标 的 一 个 变换 ， 它 将 原来 的 坐标 用 新 
的 坐标 表 出 , 或 反之 . 

此 外 ， 在 研究 一 个 物体 从 一 个 位 置 或 状态 变 为 另 一 个 位 置 或 
状态 时 , 如 果 它 的 位 置 或 状态 由 变数 的 值 所 给 出 , 变数 的 变换 也 会 
产生 ， 这 种 变换 的 典型 例子 就 是 某 物 体 在 变形 之 下 它 的 点 的 坐标 
的 政变 . 

抽象 给 出 的 一 组 ”个 变数 的 变换 通常 解释 作 铺 维 空间 的 变换 
(变形 )， 即 将 空间 中 (或 它 一 部 分 里 ) 具 有 坐标 西 ， za …， 如 的 向 
量 用 具有 坐标 ga， ya …， zn 的 向 量 来 代替 ， 


9 73 ， 


上 面 已 经 说 过 ， 每 一 个 多 变数 的 “光滑 ”( 有 连续 偏 导数 的 ) 函 
数 , 在 这 些 变数 改动 得 很 小 的 时 候 , 与 线性 函数 很 接近 .因此 任何 
“光滑 "变换 ( 即 ， 在 它 的 解析 表达 式 中 的 函数 pu, wo …， Fn 有 连 
续篇 导数 ), 在 小 范围 内 , 与 线性 变换 
Yi nmr "二 Gants 十 1， 
Ya— aat2a 十 Gasra 十 … 十 GaonTe 十 Day (10) 





3 一 oua2a 十 Geaza 十 … 十 Gonzs 十 Za 
很 接近 . 


这 种 情况 说 明 线性 变换 的 性 质 的 研究 是 数学 中 的 重要 问题 之 
一 ， 例 如 , 从 含 n 个 未 知 数 的 “个 线性 方程 的 理论 中 我 们 知道 , 对 
于 mm, za *…, zn 的 方程 组 (10) 的 解 唯一 存在 ， 也 即 相应 的 线性 变 
换 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 行列 式 不 等 于 零 、 这 个 情况 是 
分 析 中 一 个 深刻 定理 的 基础 : 在 已 知 点 光滑 的 交换 
a— PD, Ta, 7 Te), 
a= Pa (m1, ta, 





由 
有 光滑 的 赣 变 换 的 条 件 是 在 这 一 点 行列 式 





不 等 于 零 ， 
一 般 的 线性 变换 (10) 的 研究 ， 基 本 上 可 以 化 为 具有 同样 系数 


的 齐 次 线性 变 换 
护 一 10a 十 十 Gyrmmy 


抱 一 aaloa 十 … 十 aanzw dl) 





和 一 ant24 十 … 十 Gaoz 


93 9 





的 研究 ; 今后 凡 谈 及 线性 变换 , 我 们 永远 指 齐 次 变换 . 

7 维 空间 中 的 线性 变换 也 可 以 用 它 的 内 在 性 质 来 定义 ， 而 不 
用 联系 着 对 应 点 的 坐标 的 公式 (11) 来 定义 .这 种 不 用 坐标 的 线性 
变换 的 定义 , 好 处 在 于 它 不 依赖 于 基底 的 选取 .这 个 定义 如 下 ; 

n 维 线性 空间 中 的 线性 变换 是 一 个 孙 数 工 - 4( 焉 )， 其 中 变 
数 焉 与 函数 值 工 都 是 向 量 。 这 个 备 数 是 线性 的 ， 

人 (cl 于 十 oa 下 3) ~riA(R) +es A Eo). (12) 
今后 谈 到 空间 的 线性 变换 时 ， 我 们 永远 按照 这 个 定义 的 意义 
来 理解 . 

这 个 定义 和 上 上 面 利用 坐标 给 出 的 定义 等 价 . 实际 上 ,如 将 坐 
标 为 my， m3,…， qm 的 向 量 畦 代 之 以 坐标 为 妇 , Ys,，…, ys 的 向 最 
也 使 得 坐标 办 ，%，…，Wn 表 成 坐标 ,25,…， om 的 线性 齐 次 函 
数 ， 那 么 函数 了 = 44( 忆 ) 显然 适合 条 件 〈13). 反之 ， 如果 丁 数 
YY 一 Al 不 ) 适合 条 件 (12)， 而 @1, es,…, es 是 空间 的 任意 一 组 
尖 , 那么 
Alwiertraest +en) —T1A(e) + Ales) + +2n A en). 

将 向 量 4(e)) 的 坐标 (在 同一 组 基 之 下 ) 记 作 cu va j 一 1， 
5 那么 向 量 了 = 4( 焉 ) 的 坐标 就 是 

= Gt Guest 二 ine, 
3 一 Gai21 十 Gaa7T3 十 … 十 ConZmy 





Yn Gnu + GnaTt "二 OnnTn, 

这 样 一 来 ， 线 性 空间 中 每 一 个 线性 变换 都 对 应 着 一 个 方 阵 . 
变换 本 身 可 以 用 矩阵 语言 写成 形状 ~4 了 , 这 里 了 是 原 向 量 的 
坐标 组 成 的 列 , 二 是 变换 后 的 向 量 的 坐标 组 成 的 列 , 4 是 变换 的 
系数 矩阵 ， 和 矩阵 4 的 列 由 基 向 量 记 变 成 的 向 量 的 坐标 所 组 成 . 
与 矩阵 写法 相应 , 今后 我 们 常 把 线性 变换 本 身 写作 形 状 了 ~ 和 4 了 ， 
而 略 去 括号 

由 公式 

Alzieii zeat "aen)— ZAle) 十 za 人 (ea) 十 … 十 ae 人 (en) 


推出 ,整个 空间 在 线性 变换 之 下 变 到 了 由 向 量 A (ed), A(es), …， 
44(e。) 所 张 成 的 子 空间 ， 这 个 子 空间 的 维 数 等 于 向 量 组 4(e))， 
A(es)，…， 丰 (es) 的 秩 , 或 者 说 等 于 它们 的 坐标 所 组 成 的 矩阵 的 
秩 ， 即 与 变换 相应 的 矩阵 4 的 秩 ， 这 个 子 空 间 ， 当 上 且 仅 当年 降 4 
的 秩 等 于 忆 即 当 邱 阵 4 的 行列 式 不 等 于 等 时 ， 与 整个 空间 相 重 ， 
这 时 线性 变换 称 为 非 奇 异 的 或 非 退 化 的 . 

从 线性 方程 组 的 理论 我 们 知道 ， 非 退化 的 矩阵 有 唯一 的 首 矩 
阵 ， 园 时 原来 向 量 的 坐标 可 以 用 变换 后 的 向 量 的 坐标 以 公式 并 ~ 
4 表 出 ， 

短 阵 的 行列 式 之 值 等 于 鹤 的 变换 称 为 奇异 的 或 退化 的 ， 退 化 
变换 是 不 可 逆 的 。 这 可 以 从 线性 方程 的 理论 推出 ， 或 较 直 观 地 从 
它 将 整个 空间 映 到 它 的 一 部 分 这 一 事实 推出 . 

将 所 有 向 最 都 映 到 它 自 身 的 单位 变换 是 非 退 化 变换 中 首先 要 
提 到 的 例子 ， 单 位 变换 在 任何 一 组 基 之 中 的 矩阵 都 是 单位 矩阵 
Eo 

将 空间 中 所 有 向 量 都 乘 以 交 一 组 不 等 于 零 的 数 的 相似 变换 也 
是 非 退化 的 。 相似 变换 的 矩阵 不 依赖 于 基 的 选取 , 它 的 形状 基 
4 了, 这 里 4 是 相似 系数 

正 交 变换 是 非 退 化 变换 的 重要 特殊 情形 ， 正 交 变换 的 概念 在 
应 用 于 欧 氏 空间 时 才 有 意义 ， 它 定义 为 将 向量 长 度 保持 不 变 的 线 
性 变换 ， 正 交 变 换 是 将 空间 中 坐标 原点 不 动 的 旋转 或 旋转 与 对 通 
过 原点 的 某 一 平面 的 反射 的 联合 对 维 空 间 的 推广 . 

显而易见 , 正 交 变换 不 仅 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 也 保持 内 积 不 
变 。 央 此 ， 正 交 变换 将 空间 的 正 交 基 变 到 -- 组 两 两 正 交 的 单位 向 
最 ， 它 们 当然 也 是 一 组 正 交 基 . 

在 正 交 基 之 下 ， 与 正 交 变换 相应 的 矩阵 有 着 下 面 这 些 特殊 性 
质 . 

首先 ,任何 一 列 元 素 的 平方 和 等 于 1, 因为 这 样 的 和 是 由 选 定 
的 基 中 的 向 量 所 变换 到 的 向 量 的 长 度 的 平方 。 其 次 , 两 个 不 同 的 
列 的 相应 元 素 之 积 的 和 等 于 零 ， 因 为 这 样 的 和 是 两 个 基 而 量 所 变 


.75。 


换 到 的 两 个 向 量 的 数量 积 . 

采用 矩阵 记号 , 这 两 个 性 质 可 以 用 一 个 公式 写 出 : 

Pp~B. 

这 里 卫 是 正 交 变换 的 和 矩 阵 (对 于 正 交 基 ), 了 是 卫 的 转 轩 短 
阵 , 即 它 的 行 是 矩阵 书 的 列 并 保持 原来 顺序 . 

实际 上 , 根据 矩阵 乘法 规律 , 矩阵 PP 的 对 角 元 素 等 于 矩阵 王 
中 相应 询 的 元 素 的 平行 和 , 而 非 对 角 元 素 等 于 取 自 矩阵 卫 中 不 同 
列 的 相应 元 素 之 积 的 和 . 

退化 变换 的 例子 有 欧 氏 空间 中 所 有 向 量 在 某 个 于 空间 上 的 正 
交 射 影 (参看 8 2). 实际 上 , 在 这 个 变换 下 , 整个 空间 映 为 它 自 己 
的 一 部 分 . 

坐标 变换 现在 来 研究 n 维 空间 中 坐标 变换 的 问题 ， 即 从 一 
组 基 转 变 到 舅 一 组 基 时 , 向 量 的 坐标 如 何 改变 的 问题 . 

设 原 米 的 基 eu es,…, es 已 给 定 ， 并 设 万 , 天, …, 加 是 空 





On， Cin 


间 的 任意 另 一 组 基 ， 再 设 | jem 它 的 列 





Cl 


是 新 基 中 的 向 量 户 ,万 ， …, f 对 于 原来 的 基 的 举 标 由 于 向 最 
万, fo …, 下 的 线性 无 关 性 , 显然 逢 阵 0 是非 退化 的 . 它 称 为 坐 
栋 变 换算 阵 . 
以 ma, zm,…， zn 表示 向 量 下 对 于 基 @:， Es …, es。 的 坐标 ， 

以 码 , 鸣 , …， 4 表示 它 对 于 基 fi, 所, …, f 的 华 标 ， 那 么 下 ~ 
地 户 十 区 太 十 … 十 鸡 包 ， 因 之 向 量 于 对 于 原来 的 基 的 坐标 组 成 的 
列 

1 ea 的 十 cla 允 十 … 十 Ca 区 oa 和 

wa | | amt casat+ +omes |] | om … cm || 2 








on Cn124 十 Caz29 十 … 十 Coan 区 Gar 鸡 


于 是 , 原来 的 坐标 可 以 用 变换 后 的 坐标 以 矩阵 C 齐 次 线性 地 
表 出 ， 
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表明 对 于 原来 基 的 坐标 与 对 于 变换 后 的 基 的 华 标 之 间 的 依赖 
关系 的 公式 ， 与 向 量 在 空间 的 非 退 化 线性 变换 下 毕 标 之 间 关 系 的 
公式 形式 上 相同 。 这 种 情况 使 我 们 能 够 将 抽象 给 出 的 变数 的 具有 
非 退 化 短 阵 的 线性 齐 次 变 失 , 或 者 解释 作 坐 标的 变 接 , 或 者 解释 作 
空间 的 线性 变 热 。 在 每 一 个 具体 场合 , 这 两 种 解释 的 选择 由 考虑 
的 问题 的 内 容 所 决定 . 

现在 来 研究 空间 的 线性 变换 的 适 阵 在 坐标 变换 下 改动 的 情 
况 . 

设 对 于 基 el， es，…, es 而 言 , 线性 变换 的 垂 阵 是 4， 即 变 入 
后 的 向 量 的 坐标 所 组 成 的 列 玉 与 原来 的 向 量 的 坐标 所 组 成 的 列 
由 公式 

Y=AX 

相 联 系 . 

设 现在 做 好 了 一 个 具有 和 矩阵 品 的 坐标 变换 | 了 ,YY 分 别家 
示 原 来 的 向 最 和 变换 后 的 向 量 对 于 新 基 的 华 标 ， 这 时 XY 一 OX 
工 -OF'， 由 此 推出 

"=O- 了 一 Cd 一 O-4O 

这 样 ,所 考虑 的 变换 对 于 新 基 的 矩阵 就 是 0-+40， 

矩阵 4 和 有 B 如 果 由 公式 召 - O-4C 联系 起 来 ， 其 中 为 某 
个 非 奇异 矩阵 , 称 为 相似 。 在 不 同 基 之 下 对 应 于 同一 个 线性 变换 
的 矩阵 , 组 成 两 两 相似 的 一 组 矩阵 . 

线性 变换 的 特征 向 量 和 特征 值 ”一 类 重要 的 线性 变换 由 下 面 
这 种 方 法 构成 : 

设 el es,…, en 是 空间 中 任意 一 组 线性 无 关 的 向 景 . 设 在 
一 个 变换 下 它们 分 别 畸 以 2s,…, 加 ， 如 果 向 量 el ez …， 
取 作 空 间 的 基 , 那么 所 考虑 的 线性 变换 可 用 对 和 角 答 隆 
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来 表 出 . 

这 类 变换 有 着 简单 而 直 现 的 几何 意义 (当然 是 指 对 实 空 间 且 
n=2 和 n=8 时 而 言 ), 即 , 如 果 和 这 些 数 都 是 正 数 , 那么 这 个 变换 
就 将 空间 按 向 量 ez, es,…, @r 的 方向 各 伸展 Xz, ja …，) 信 . 
如 果 某 些 是 负 的 , 那么 空间 变形 的 同时 , 向 量 @1, es,…, er 中 
某 些 方向 将 改 为 反方 向 ， 最 后 , 例如 当 =0 时 , 要 先 将 空间 沿 若 
平行 于 @1 的 方向 投影 到 由 ea Ea, …, en 所 张 成 的 子 空 间 上 ， 然 
后 再 接着 这 些 方向 作 变 形 . 

上 面 所 考虑 的 这 类 变换 的 重要 性 在 于 ， 尽 管 它 是 简单 的 ， 但 
却 是 很 一 般 的 。 可 以 证 明 ,适合 某 种 不 太 强 的 限制 的 线性 变换 都 
属于 这 类 变换 ， 即 可 以 选取 一 组 基 ， 使 这 个 变换 用 对 角 和 矩阵 表 
出 。 

如 果 研究 复 空间 中 线性 变换 的 话 ， 加 在 变换 上 的 限制 将 变 得 
特别 弱 . 今后 我 们 就 在 复 空间 上 讨论 . 

现在 引进 下 面 的 定义 . 

非 零 向 量 旦 ,如 在 线性 变换 4 之 下 变 为 与 它 共 线 的 向 景 总 ， 
就 称 为 变换 的 特征 向 性 ,换言之 , 非 零 向 量 发 当 上 是 仅 当 4 入 ~^ 量 
时 是 变换 入 的 特征 向 量 . 入 这 个 数 称 为 变换 委 的 特征 值 . 

显然 , 如 果 变 换 在 某 个 基 之 下 的 矩阵 是 对 角 德 阵 , 那么 这 个 基 
由 特征 向 量 组 成 ,而 矩阵 的 对 角 元 素 就 是 特征 值 ， 反 之 , 如 果 空 间 
中 存在 着 由 变换 4 的 特征 向 量 所 组 成 的 一 组 基 , 那么 在 这 个 基 之 
下 变换 丰 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 , 而 县 其 对 角 线 由 对 应 这 组 基 中 向 最 
的 特征 值 组 成 . 

现在 来 研究 特征 向 录 和 特征 值 的 性 质 。 为 了 这 个 是 的 ， 我 们 
在 特征 向 量 的 定义 中 给 出 坐标 写法 ， 设 4 是 变换 妈 对 应 于 某 个 
基 的 矩阵 , 了 蚌 由 向 量 是 在 这 个 基 蜂 的 坐标 组 成 的 列 。 将 等 式 
4 一 人 下 转化 为 坐标 形式 ,就 写成 4X~ 入 芋 或 

(A—AN) 玉 =0. 
展开 之 后 , 这 个 等 式 就 化 为 方程 组 
《ai 一 和 )za 二 ara 十 … 十 qz 一 D 
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Gan1 + (aa 一 2)za 十 … 十 aan7n 一 0， 





Cnt2 十 CaaZ9 十 …… 十 (qns 一 和)Zo 一 0. 
这 个 方程 组 可 以 看 作 是 关于 ma, za …, 和 的 齐 次 线性 方程 
组 。 我 们 有 兴趣 的 情形 是 这 个 方程 组 有 非 显然 解 , 因为 特征 向 量 
的 坐标 不 应 该 同时 都 等 于 零 . 我 们 知道 ， 这 个 方程 组 存在 着 非 显 
然 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 的 秩 小 于 未 知 数 的 个 数 ， 而 这 等 
价 于 方程 组 的 行列 式 等 于 零 
CQ 一 入 01 hls 
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(inl Gn 一 人 
因此 , 变换 人 的 特征 值 是 多 项 式 |4 一 ?| 的 根 , 反之 , 这 个 
多 项 式 的 每 一 个 根 都 是 变换 的 特征 信 ， 因 为 每 一 个 根 都 至 少 对 应 
着 一 个 特征 向 量 ， 多 项 式 |4 一 AB| 区 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 . 
方程 |4 一 2 妃 | =0 称 为 矩阵 二 的 特征 方程 或 永年 方程 b, 而 它 的 
根 称 为 捧 阵 的 特征 值 . 
根据 高 等 代数 基本 定理 (第 一 着 , 第 四 章 ), 每 一 个 多 项 式 至 少 
有 一 个 根 ,因此 每 一 个 线性 变换 至 少 有 一 个 特征 值 , 因而 至 少 有 一 
个 特征 向量 ， 可 是 , 即使 这 个 线 竹 变换 的 矩阵 是 实 矩 阵 , 当然 可 能 
它 的 特征 值 的 全 体 或 一 部 分 是 复数 ， 实 际 上 , 在 实 空间 中 , 对 于 任 
意 线性 变换 ，( 实 ) 特征 值 及 特征 向 量 存在 的 定理 并 不 成 立 ， 例 如 ， 
平面 上 图 绕 从 标 原点 转动 一 个 异 于 180* 的 角 这 个 变换 改变 了 平 
面 上 所 有 向 基 的 方向 , 因此 这 个 变换 的 特征 值 不 存在 . 
从 阵 4 的 特征 多 项 式 的 根 是 变换 人 的 特征 值 ， 因 此 同一 变 
换 在 不 同 基 之 下 的 短 阵 的 特征 多 项 式 的 根 的 集合 相 重 ， 这 个 事实 
说 明 下 面 这 个 命题 的 真实 性 ， 线 性 变换 的 特征 多 项 式 只 依赖 于 变 
换 而 不 依赖 于 基底 的 选择 、 这 个 会 题 可 以 用 基于 矩阵 及 行列 式 运 
算 的 性 质 的 计算 来 如 下 验证 ， 
1) “ 床 年 方程 ”的 名 称 产 自 天 体力 学 , 亡 与 行星 运动 中 所 谓 的 永年 扰动 问题 有 关 . 
= ?79 





我 们 知道 , 如果 变换 4 在 某 个 基 之 下 的 和 矩阵 是 4， 那 么 在 另 
一 个 基 之 下 的 矩阵 就 是 C-:4C, 这 里 C 是 某 个 非 奇 异 和 矩阵 。 可 是 
IC-14C -AB|I—I0-140~0O-HBC|= ic-304-XEC| 
一 12-11cj14 一 8 一 1020114 一 2 如 一 14 一 :如 |. 
因此 , 线性 变换 和 4 在 不 同 基底 下 所 对 应 的 矩阵 实际 上 有 相同 
的 特征 多 项 式 ,因此 , 可 以 算 之 为 线性 变换 的 特征 多 项 式 . 
现在 假设 线性 变换 和 4 的 所 有 特征 信 都 不 同 ， 我 们 来 证 明 ， 如 
果 对 于 每 一 个 特征 值 取 一 个 特征 向 量 ， 这 些 特征 向 景 线性 无 关 . 
实际 上 , 假定 它们 中 的 某 几 个 , 例如 @:,…, ex, 线性 无 关 , 而 其 余 
的 ,其 中 有 ext1, 是 它们 的 线性 组 合 , 那么 
es 一 ci 十 CoE3 十 -… 十 cvex- (18) 
将 线性 变换 4 作用 到 上 式 双 方 , 就 得 到 
exii 一 cidei 十 cades 十 … 十 czrdeu. 
由 此 根据 特征 向 量 的 定义 推出 
和 Htek+im Cae1 十 cojaB3 十 … 十 cy)vew- 
将 等 式 (18) 乘 以 Mts, 再 从 它 减 去 上 式 ,就 有 
Oi(Mp41— Ma)e1+ ea M+1— Na)es+ "+o Neri — Mn) er m0. 
根据 e1, es, …, ex 的 线性 无 关 性 , 由 上 式 推出 
CNM) obi Nh) Mb) —0, 
但 是 我 们 假定 所 有 的 特征 值 都 不 同 ， 而 且 对 于 每 一 个 特征 值 选 到 
一 个 特征 向 量 ， 因 此 )sta 一 入 尖 0，)s+a 一)a 关 0，…，)eta 一 xn0, 
所 以 等 式 (18) 不 可 能 成 立 , 因为 系数 c1, cs, …, os 不 能 同时 等 于 
零 . 
现在 清 想 了 , 如 果 线 性 变换 的 所 有 特征 值 都 不 同 , 那么 存在 着 
一 组 基 , 在 这 组 基 之 下 变换 的 矩阵 是 对 角形 的 ， 实 际 上 , 对 于 每 一 
个 特征 信 选 定 一 个 特征 向 量 ， 这 些 向 量 的 全 体 就 可 以 选取 作为 这 
样 的 基 ， 我 们 已 经 证 明了 它们 是 线性 无 关 的 ,它们 的 个 数 又 等 于 
空间 的 维 数 , 即 它们 的 确 组 成 一 组 基 , 
上 上 面 证 明 的 定理 可 以 用 矩阵 论 的 语言 拨 斑 如 下 . 
如 果 一 个 矩阵 的 所 有 特征 值 彼此 不 相等 ， 那 么 这 个 矩阵 相似 
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于 一 个 对 钊 撼 阵 , 它 的 对 角 线 元 素 就 是 这 些 特征 值 . 
将 线性 变换 的 矩阵 化 为 最 简单 的 形状 这 个 问题 ， 当 特征 多 项 
式 的 根 有 相等 的 时 候 , 相当 复杂 .” 我 们 只 简单 地 叙述 一 下 基 后 的 
结果 . 
mw 阶 的 “标准 块 " 是 措 形 状 
Wm 





的 矩阵 , 其 中 所 有 没 写 出 来 的 元 过 都 等 于 零 . 
一 个 第 阵 ， 如 果 沿 着 它 的 主 对 角 线 排列 着 一 些 “ 标 准 抉 "而 其 
余 的 元 素 都 等 于 零 
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则 称 为 约 当 标 准 矩 阵 ， 

不 同 " 块 "里 的 和 这些 数 并 不 一 定 两 两 不 同 .任意 矩阵 都 可 
以 化 为 与 它 相 似 的 约 当 标 准 矩 阵 ， 这 个 定理 的 证 明 相 当 复杂 ， 但 
必须 指出 ,这 个 定理 在 代数 对 其 他 数学 问题 的 应 用 中 , 特别 在 线性 
微分 方程 组 的 理论 中 , 起 着 很 大 的 作用 . 

矩阵 当 且 仅 当 所 有 块 的 阶 mm 都 等 于 工时 可 以 化 为 对 角形 . 


5 二 次 再 


定义 和 简单 性 质 多 变数 的 二 次 齐 次 多 项 式 称 为 二 次 敢 ， 
?个 变数 局， za …， zs 的 二 次 型 由 两 种 项 组 成 ， 变数 的 平方 
及 它们 两 两 的 乘积 再 深 上 系数 ， 二 次 型 可 以 写成 下 面 的 形状 ; 
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fT, Ls, …， 徊 ) = 2+ naTa t+ ban 
+ qrats + Gad "+ Gora 
十 que2i 十 Onzrnz3 十 … 十 Gan 
一 对 相似 的 项 ,例如 aaazaza 和 aaaxzazz， 可 以 写成 具 同 一 系数 
的 ， 使 得 它们 每 一 个 都 是 相应 的 变数 乘积 的 系数 的 一 半 ， 这 祥 一 
来, 每 一 个 二 次 型 自然 地 对 应 着 它 的 系数 组 成 的 矩阵 , 它 是 对 称 算 
库 . 
二 次 型 宜 于 用 下 而 的 矩阵 写法 表 出 , 记 互 为 变数 rz，……， 
% 所 组 成 的 列 , 灵 为 行 (aa mo *…, zs), 即 卫 的 转 置 甜 阵 ， 那 么 
Ft1, Vas ,28) Ta QT1+ E2974+ "+ Aten) 
+ za(Gorti + Ga 二 "十 ann) 十 …… 
十 oo(amzi 十 Gas7a 十 … 十 Goram) 
CH171 十 4323 十 … 十 Gin7n 
Coop tia oo) | et es 





CaZ1 十 Gna0a 十 … 十 amaxn 
QH G19 “Gan be 


ps ma mm) | 2 2 om | 2 -TA4X. 
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在 很 多 数学 部 门 及 其 应 用 中 都 会 过 到 二 次 型 . 

在 数论 和 绪 吕 学 中 所 讨论 的 二 次 型 ， 假 定 了 变数 ma za， …， 
只 到 韩 数值 。 在 解析 几何 中 二 次 型 出 现在 2 阶 曲 线 (或 曲面 ) 的 
方程 中 ， 在 力学 和 物理 中 二 次 型 作为 用 广义 速度 的 分 量 表 示 系统 
的 动能 的 表达 式 等 等 而 出 现 。 此 外 ,二 次 型 的 研究 在 分 析 中 多 变 
数 函 数 的 研究 里 ， 对 于 解决 摘 清 楚 已 知 函 数 在 已 知 点 的 邻 域 中 与 
如 近 它 的 线性 沙 数 相差 多 少 这 类 问题 时 是 必要 的 .研究 函数 的 极 
大 值 及 极 小 信 就 是 这 类 问题 的 一 个 例子 . 

例如 , 现在 来 研究 二 个 变数 的 函数 w 一 了 (z, 2 的 极 大 值 及 极 
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小 值 的 问题 ， 修 定 画 数 轨 f(z, 几 有 直到 3 级 的 连续 偏 导 数 . 
(zw, go) 点 是 函数 也 的 家 大 值 或 极 小 值 的 必要 条 件 是 它 的 一 级 仿 
导数 在 (zo, go) 点 等 于 零 ， 假定 这 个 条 件 成 立 , 给 了 变数 2 和 yy 的 
微小 增 量 有 和， 来 研究 函数 名 相应 的 增 其 do 一 (xo 十 iv 2 十 人 
一 (ao go) ， 根 据 泰 勒 公式 , 这 个 增 量 除 了 将 一 个 高 阶 无 穷 小 外 ， 


等 于 二 次 再 兴 (r 如 二 26h 十 纹 ))， 其 中 ,4 分 别 是 二 级 偏 导数 


句 , 癌 ， 络 在 点 Cw 如 的 值 .如 果 这 个 二 次 型 对 于 和 


大 的 一 切 值 都 是 正 的 (一 上 一 0 除外 ) ,那么 函数 岂 在 (zo, yo) 点 有 
极 小 值 ; 如 果 是 负 的 ,那么 应 在 (zxo, yo) 点 有 极 大 值 ， 最 后 , 如 果 这 
个 二 次 型 既 取 正 值 又 取 负 值 , 那么 名 在 (xo, go) 点 既 无 极 大 值 也 无 
极 小 什 ， 同 样 可 以 研究 更 多 个 变数 的 函数 . 

二 次 型 的 研究 ， 基 本 上 在 于 研究 在 这 一 组 或 那 一 组 线性 变换 
下 , 二 次 型 的 特价 问题 ， 两 个 二 次 型 称 为 是 等 价 的 , 如 果 其 中 之 一 
可 以 用 已 给 线性 变 次 集合 中 的 一 个 变换 变 到 另外 的 一 个 ， 与 等 从 
问题 紧密 相关 联 的 是 二 次 型 的 简化 ， 即 将 它 化 为 可 能 最 简单 的 形 
状 的 问题 

在 与 二 次 型 有 关 的 各 种 阿 题 里， 也 考虑 各 种 不 同 的 被 容许 线 
性 变换 的 集合 . 

在 分 析 问 题 里 ,要 研究 变数 的 任意 非 奇异 线性 变换 ; 在 解析 儿 
何 中 ,最 有 兴趣 的 是 正 交 变 换 , 即 对 应 着 从 一 个 稍 卡 儿 坐 标 系 到 咽 
一 个 第 卡 儿 华 标 系 的 变换 ; 最 后 , 在 数论 和 结束 学 中 , 要 研究 带 束 
系数 的 .具有 行列 式 等 于 1 的 线性 变换 ， 

我 们 米 研 究 两 个 这 类 的 问题 ， 将 二 次 昏 用 任意 非 奇异 线 作 变 
换 化 为 最 简单 形状 的 问题 ， 以 及 用 正 交 变 换 将 它 化 为 最 简单 形状 
的 问题 。 首先 我 们 要 解释 洲 楚 ,二 次 型 的 矩阵 在 变数 的 线性 变换 
下 如 何 改变 . 

设 fa zs, …，m) 一 下 4 和 ,其 中 剑 是 二 次 型 的 系数 所 组 成 
的 对 称 和 矩阵 ,下 是 变数 排 成 的 列 。 

我 们 作 一 个 变数 的 线性 变换 ， 将 它 简 写作 开 -CX'， 这 里 C 
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表示 这 个 变换 的 系数 矩阵 , 辽 ' 表示 新 变数 排 成 的 列 . 那么 祭 ~ 
时 O, 因此 下 4 开 一 总 (CD4O)X'， 所 以 ,变换 后 的 二 次 型 的 乍 库 
是 D40. 

容易 验证 , 矩阵 CO4O 自然 是 对 称 的。 因此 , 将 二 次 型 化 为 最 
简单 的 形状 这 个 问题 与 将 对 称 矩 阵 左 方 及 右 方 乘 以 互 为 转 置 的 非 
奇异 矩阵 而 化 为 最 简单 的 形状 这 个 问题 等 价 . 

将 二 次 型 用 逐步 配方 法 化 为 标准 形 ”我 们 要 证 明 ， 任意 ( 实 
的 ) 二 次 型 可 用 实 的 非 青 异 线性 变换 化 为 新 变数 的 平方 和 而 带 有 
某 些 系 数 . 

为 了 证 明 这 个 结果 ， 我 们 先 证 明 ， 如 果 这 个 二 次 型 不 恒 等 于 
零 ， 那 么 可 以 作 一 个 变数 的 非 奇 异 线性 变换 使 得 第 一 个 变数 的 平 
方 的 系数 不 等 于 零 . 

实际 上 , 设 

(aa Ta Tn) G112 + agraTg + "+ nTn 
+ GaiTar: 十 Gag03 十 …… 十 ConTo0e 


+ nines + CaaTnta + "mn 
如 果 411%0， 那 么 任何 变换 都 不 需要 。 如 果 mi 一 0 而 有 一 个 对 角 
线 上 的 系数 aw*0， 那 么 令 mm 一 区 ,zn 一 又， 并 让 其 余 原 来 的 变数 
与 相应 的 新 变数 相等 ， 利 用 这 个 非 奇 异 变换 就 能 达到 目的 .最 
后 , 如 果 对 角 线 的 所 有 系数 都 等 于 零 , 那么 一 定 有 一 个 非 对 角 线 上 
的 系数 , 例如 ci， 不 等 于 零 . 
作 非 奇异 线性 变换 
一 2 
2 一 允 十 哆 
而 令 其 余 原来 的 变数 与 相应 的 新 变数 相等 , 我 们 就 达到 目的 . 
因此 ,不 失去 普遍 性 我 们 可 以 假定 cy0. 
现在 在 二 次 型 中 分 出 来 一 个 线性 函数 的 平方 ， 使 得 所 有 食 z1 
的 项 都 出 现在 这 个 平方 里 . 
这 很 容易 做 到 。 实 际 上 ， 
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i 
将 第 二 项 的 括号 展开 , 然后 归纳 类 似 项 , 就 得 到 


et i 
f(a, ta 1 gn) aa(m+- st a ») 


十 和 (ca en) 
其 中 户 是 ?一 工 个 变数 的 二 次 型 。 
线性 变换 
四 十 -2 人 a 
2 一 四 
oo 一 鸡 


显然 是 非 奇异 的 ， 作 了 这 个 变换 之 后 , 二 次 型 就 化 为 
Gyo + fg, 2). 
类 似 地 把 这 个 步骤 进行 下 去 ， 我 们 就 将 二 次 型 化 为 所 要 求 的 
“标准 形 ” 
o 寻 十 aa 和 3 十 … 十 om 写 ， 
这 里 和 4, 2 …, 为 是 最 后 引进 的 新 变数 
二 次 型 的 情 性 律 将 二 次 再 化 为 标准 形 时 ， 在 选取 实现 这 个 
简化 的 变数 变换 时 ， 有著 很 大 的 自 出 性 、 这 个 自由 狂 至 少 可 以 从 
这 一 点 看 出 来 , 就 是 进行 上 面 所 叙述 的 逐步 配方 法 之 前 , 还 可 能 将 
变数 作 任意 的 非 奇 异 变 换 . 
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然而 , 纵然 有 这 个 自由 性 , 不 管 所 进行 的 变换 是 什么 , 最 后 几 
乎 将 二 次 型 化 为 同一 个 标准 二 次 型 。 这 就 是 说 , 新 变数 的 平方 项 
中 带 正 系 数 的 个 数 、 带 负 系 数 的 个 数 以 及 以 零 为 系数 的 个 数 ,是 相 
同 的 。 这 个 定理 称 为 二 次 型 的 情 性 律 。 我 们 不 去 证 明 它 ， 

二 次 型 的 悄 性 律 解决 了 实 二 次 型 对 于 一 切 非 奇异 变换 的 等 价 
向 题 。 即 , 两 个 二 次 型 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 将 它们 化 为 标准 形 后 ， 
所 得 到 的 标准 形 中 带 正 系数 的 平方 项 的 个 数 、 带 负 系 数 的 平方 项 
的 个 数 和 以 零 为 系数 的 平方 项 的 个 数 都 相等 . 

化 为 标准 形 后 变 成 全 是 带 正 系数 的 新 变数 的 平方 和 的 二 次 

定 正二 次 型 可 以 由 下 述 性 质 来 刻 划 ， 即 对 于 将 变数 用 不 全 为 
零 的 实数 值 代入 二 次 型 后 , 二 次 型 的 值 永远 是 正 的 . 

用 正 交 变 换 将 二 次 型 化 为 标准 形 ”将 二 次 型 化 为 标准 形 的 所 
有 可 能 的 方法 中 , 正 交 变换 , 即 由 变数 的 具 正 交 和 矩阵 的 线性 变换 所 
实现 的 变换 , 特别 有 用 。 例如 在 解析 几何 里 将 一 个 一 般 二 次 曲线 
或 曲面 的 方程 化 简 的 问题 中 , 正 是 这 种 变换 有 用 处 . 

为 了 确信 这 种 变换 的 可 能 性 ,最 好 将 变数 z4，%2,，…， zw 看 作 
是 欧 氏 空间 中 一 个 变 向 量 对 于 某 组 标准 正 交 基 的 坐标 ， 而 将 二 次 
型 看 作 蚌 欧 氏 空间 中 向 量 的 函数 .这 时 变数 的 正 交 变换 就 可 以 解 
帮 作 从 一 组 标准 正 交 基 到 另 一 组 标准 正 交 基 的 转化 

将 二 次 型 

Ff v1 Ta Kn) ~ RT din 二 





+ Gni2wri + 
与 线性 变 澳 4 相 联系 ， 其 中 息 在 选 定 的 基底 中 的 矩阵 是 4 一 







an on 
EE De ) 这 时 二 次 型 本 身 就 可 以 看 作 是 数量 积 4 对 "及 (其 
Ga tm 
中 站 是 坐标 为 21, za, …， 徊 的 向 量 )， 而 系数 au 就 可 以 君 作 是 
数量 积 he,-el, 这 里 el， ea …， ex 是 选 定 的 那 组 标准 正 交 基 。 
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不 难看 出 , 由 矩阵 症 的 对 元 性 推出 对 于 任意 向 最 瑟 和 五 等 
式 

AX. Y=~X.AF 
成 立 . 

首先 证 明 , 变换 4 至 少 有 一 个 实 特征 根 和 对 应 它 的 一 个 特征 
向 量 . 

为 了 这 个 目的 ， 我 们 来 研究 二 次 型 A 下- 素 的 信 ， 假 定 政史 
单位 球 ， 即 跑 包 全 体 单位 向 量 的 集合 ， 在 这 些 条 件 下 ， 二 次 型 
A 下 .于 有 极 大 值 ， 我 们 米 证 明 ,这 个 极 大 值 )a 就 是 变换 4 的 特 
征 值 ， 而 使 4 玉 - 政 达到 这 个 极 大 值 的 向 量 不 就 是 相应 的 特征 向 
量 , 即 4Xo 一 )a 玉 o. 

我 们 用 癌 接 方法 米 证 明 这 个 斯 言 。 先 米 证 明 向 量 4 与 一 
切 与 2 正 交 的 向 量 正 交 。 

我 们 注意 到 , 对 于 任意 向 量 2, 不 等 式 4 和 .Ga| 2 成 尺 . 
这 是 显然 的 ， 因 为 下 ~ 区 | 是 单位 向 是， 而 和 是 4 下 - 牙 在 单位 
球 上 的 极 大 值 ， 考 察 2 一 下 +e 了 了 ,这 里 是 一 个 实数 ， 了 是 任 
意 一 个 与 于, 正 交 的 向 量 , 那么 

4G.G- (ARoteAY) (KotaF) 
一 4Xo. Kt+2eARo YF+eAYY 
~A+2eAXo: FY+e AY.Y. 


此 外 ， [2l*~ (Kot oT) (KoaF) 
~ [ls+e| Yl+e | Fl, 
因为 Xo ¥—0, [Roll 
因此 +2eAR, YHerAY. FeXt eh] Ys, 
除 以 后 就 得 到 
AX Y<nl YAY.Y. (019 


最 后 , 这 个 不 等 式 对 于 任何 实数 。 都 应 该 成 立 , 而 不 管 s 的 绝对 值 
多 么 小 . 
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如 果 入村 。 了 >0, 不 等 式 (14) 对 于 相当 小 的 正 数 就 不 能 成 
立 ; 如 果 4Xo: 了 <0， 那 么 它 对 于 侈 对 值 相当 小 的 负数 。 就 不 能 
成 立 ， 因此， 不等式 (14) 只 有 在 站 及 + 了 一 0 时 才 成 立 . 这 样 一 
米 ， 人 和 ,一 0， 即 和 4 了 的 确 与 部, 正 交 的 向 量 正 交 ， 因 此 和 各 
和 下 共 线 ， 即 4 一 入 瑟 o 其 中 入 是 一 个 实数 .一 和 是 容易 
验证 的 , 即 

一 A 一 Yo 于 一 人 

现在 容易 证 明 ， 每 一 个 二 次 型 的 确 都 可 以 用 正 交 变换 化 为 标 
准 形 . 

设 et ex …, en 是 空间 原来 的 一 组 标准 正 交 基 , 了 下, fs, …， 
夏 基 一 组 新 的 标准 正 交 基 , 而 第 一 个 向 其 f 等 于 变换 入 的 特征 
向 最 有，、 设 m, za,…, z。 是 向 量 下 在 原来 基 中 的 坐标 ， 而 风 ， 
区 …, 怠 是 它 在 新 基 中 的 坐标 , 那么 


生 入 
ma |_p| ~ 
ze 下 


其 中 也是 刺 交 外 阵 。 
对 二 次 型 行使 转变 到 新 变数 的 变换 对 于 新 变数 而 言 , 二 次 
型 的 系数 mu 一 44fo-1y， 因 此 
oa 一 手记 -万 一 ja 方太 一) 
一 吹 一 用 六 太一 ja 太 ' 及 =0, 当 jz1 时 ， 
即 二 次 型 的 形状 是 
M+ P22, 20). 
因此 ,用 了 一 个 正 交 变换 , 我 们 在 二 次 型 中 分 出 了 一 个 新 变数 的 平 
将. 
将 同样 步骤 行使 到 新 二 次 型 (zt，…， 必 ) 上 , 然后 再 继续 下 
去 , 最 后 我 们 就 达到 用 一 申 正 交 变换 将 二 次 型 化 成 款 准 形 。 显然 
一 串 正 交 变 摘 等 价 于 一 个 正 交 变换 .定理 得 证 . 
8. 


6， 和 矩阵 函数 和 它 的 一 些 应 用 


矩阵 函数 ”线性 代数 对 其 他 数学 部 门 的 应 用 是 很 多 的 ， 也 是 
各 式 各 样 的 ， 说 近代 数学 及 理论 物理 的 一 大 部 分 在 这 种 或 那 种 形 
式 上 采用 了 线性 代数 中 的 一 些 想 法 或 结果 ， 特 别 是 短 阵 计算 ， 是 
并 不 夸张 的 . 

我 们 来 考虑 将 矩阵 应 用 于 常 微分 方程 论 的 一 个 途径 ， 这 里 矩 
阵 函 数 起 着 主要 的 作用 . 

首先 定义 方 阵 4 的 方 每 . 令 如 一 已 下 一 丸 下 一 44， 全 一 
A434， 4 一 由 4 等 等 ， 利 用 结合 律 容易 证 明 , 对 任意 自然 数 m 和 
1 有 A".4r 一 Amt" 这 使 我 们 能 够 很 自然 地 定义 (一 个 变数 的 ) 
和 矩阵 多 项 式 的 值 ， 即 如 果 9 (2) ~aow" 十 qx2"! 十 … 十 4s， 那 么 定义 
9(4) =ao4" 十 aA" 十 … 十 ow 加 。 这 样 ， 最 简单 的 矩阵 变数 的 函 
数 一 一 多 项 式 函数 就 定义 了 . 

利用 极限 的 过 程 ， 我 们 很 容易 推广 矩阵 函数 的 概念 到 比 一 个 
变数 的 多 项 式 更 广泛 的 函数 类 上 .我 们 不 准备 涉及 这 个 问题 最 一 
般 的 情形 ,而 只 米 研究 解析 函数 . 

首先 我 们 引进 矩阵 序列 的 极限 这 个 概念 ， 和 矩阵 序列 





fo … 
= . 
a a 
aa dm 
| Semi nm 如 果 对 一 团 


名 j 而 言 ,有 lim 外 一 cy。 更 进一步 ， 级 数 4 十 4 十 … 十 4 十 和 
的 和 定义 为 官 的 部 分 和 的 极限 lim 《da 二 da 十 … 十 4 ， 吉林 这 个 
极限 存在 的 话 . 
设 f(z) 是 在 z=0 的 一 个 邻 域内 正则 的 解析 函数 。 那 么 我 们 
知道 , f(z) 可 以 展 成 寡 级 数 
9 。， 


(2 一 ap 十 az 十 om 十 … 十 aa 二 
对 于 任意 方 阵 4, 自然 可 以 令 
(4) ae 至 十 mad 十 asda3 十 … 十 Gydz 二， 

有 这 样 的 结果 , 即 如 业 和 矩阵 4 的 特征 值 都 落 在 知 级 数 ceo 十 cxz 
十 gg 十 … 十 mm 十 … 的 收敛 圆 内 ， 那 么 上 面 这 个 矩阵 级 数 就 收 
得. 

在 应 用 中 , 矩阵 的 初等 函数 特别 有 用 . 

例如 ， 几 何 级 数 五 + 4 十 42 十 … 十 二 + … 对 于 特征 值 的 模 小 
于 1 的 矩阵 是 收 伍 的 ,而 这 个 级 数 的 和 是 (加 一 4) 这 与 公式 


de 
1—z 


完全 相当 ， 

把 (至 一 4 于 囊 成 无 限 级 数 这 个 事实 ， 给 出 求 系数 矩阵 接近 
于 单位 矩阵 的 线性 方程 组 近似 解 的 有 效 方法 。 

实际 上 , 将 这 样 一 个 方程 组 写作 

(EB~-A)X-B, 
我 们 得 出 
X= (BR-A)-B-B+AB+AD+-.., (15) 

如 果 级 数 (15) 收 敏 得 很 快 的 话 ， 这 给 出 解 方 程 组 的 一 个 很 方 使 的 
公式 . 

研究 二 项 式 级 数 


B+" B+ 4 TR A 


是 有 了 用 处 的 , 这 个 级 数 中 的 指数 m 不 只 是 自然 数 , 而 且 也 可 以 是 
分 数 或 负数 (如 果 4 的 特征 值 的 模 小 于 1)， 


对 于 应 用 特别 重要 的 是 矩阵 的 指数 函数 


t+ 全 二 全 +… 


用 指数 函数 定义 的 级 数 , 对 于 任何 矩阵 4 都 收敛 、 和 矩阵 指数 
画 数 具 有 与 通常 指数 函数 相 类 似 的 性 质 ， 例 如 , 如 果 和 各 想 冬 
是 交换 的 , 即 4B8 一 B4,， 那么 e+ 一 eh"es， 然 而 当 和 4 各 怠 不 交换 


0 。 


时 , 这 个 公式 就 不 再 成 立 了 . 
对 线性 常 微分 方程 组 理论 的 应 用 ”在 常 微分 方程 组 的 理论 
中 ,考虑 元 素 是 一 个 独立 变数 节 函 数 的 矩阵 


(~ 人 
EN 
oa 有 和 
是 有 益处 的 . 

对 于 这 种 撼 阵 可 以 自然 地 定义 对 于 变数 上 的 导数 , 即 


( 2 | 
WD. ee 
pa 人 … am 人) 
不 难 验 证 , 有 些 基本 微分 公式 对 于 矩阵 成 立 ， 例 如 


qC+PF) _ 办 + op 
a a 








avy)_adu dy 
ty 


(乘法 必须 严格 地 按照 公式 中 给 出 的 次 序 进 行 ! ) 
齐 次 线性 常 微分 方程 组 
MW any tant)y + +a ye, 


Bei 





= 0 Yt an(t) Yat "+ mn Ct) Ye 


Ea 
用 和 矩阵 记 法 可 以 写成 形状 : 
人 -4GP， 


即 写成 类 似 于 一 个 线性 齐 次 微分 方程 的 形状 , 其 中 


sol» 





Yi NR we 
了 -| : | 4@— < 
Yn Gni(t) 1 mt) 


如 果 方程 组 的 系数 是 常数 ， 即 矩阵 4 是 常数 矩阵 ， 那 么 上 面 
方程 组 的 解 可 以 像 方程 Y 一 ay 的 解 那 样 得 到 ， 即 ,这 时 了 一 eC， 
其 中 CO 是 由 常数 组 成 的 列 . 

这 种 形状 的 解 研究 起 来 很 方便 。 这 是 因为 对 于 任何 解析 函数 
了 (2), 等 式 

f(B1LB) ~ B-1(L)B 
都 成 立 . 

因为 任何 矩阵 都 可 以 化 为 约 当 标准 形 ( 见 $ 和 ,所 以 任意 矩阵 
的 函数 的 计算 都 可 以 化 为 标准 矩阵 的 函数 的 计算 ， 而 这 是 容易 办 
到 的 ， 因 此 , 如果 4 一 也 :ZLB, 其 中 工 是 标准 矩阵 , 那么 

了 一 0 一 也 :erBO 一 万 -3e2O 
其 中 C= BO 是 任意 常数 组 成 的 列 . 

由 这 个 公式 不 难 获得 未 知 列 了 的 所 有 元 素 的 明确 表达 式 ， 

苏联 学 者 拉 波 - 达 尼 列 夫 斯 基 成 功 地 发 展 了 甜 阵 函 数 的 理论 ， 
第 一 个 将 它 应 用 于 带 变 系数 的 方程 组 的 研究 .他 的 成 果 属 于 近 五 
十 年 来 数学 的 卓越 成 就 之 列 . 
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第 十 七 章 抽象 空间 


自从 罗 巴 切 夫 斯 基 最 先 正明 了 非 欧 儿 里 得 几何 的 可 能 性 和 提 
出 了 几何 学 对 于 物质 现实 的 关系 的 新 的 看 法 以 来 , 几何 学 的 对 象 、 
方法 和 应 用 大 大 地 扩大 了 . 现在 数学 家 们 在 研究 着 各 种 的 “空间 ”， 
不 但 研究 欧 儿 里 得 空间 ， 同 时 还 研究 罗 巴 切 夫 斯 基 空间 、 射 影 空 
间 , 各 种 呈 维 空间 以 至 无 穷 维 空间 、 黎 曼 空 间 、 拓 扑 空间 以 及 其 它 
的 空间 。 这 种 空间 的 数目 无 穷 , 而 且 其 中 每 一 种 空间 都 有 自己 的 
性 质 、 自 己 的 “几何 ”在 物理 学 中 使 用 着 所 谓 相 “空间 ”和 位 形 “ 空 
间 ” 相对 论 要 用 到 空间 的 曲率 观念 和 抽象 的 几何 理论 的 其 它 结 
论 . 

这 些 数学 的 抽象 究竟 是 如 何 产生 又 从 何 而 产生 的 呢 ? 它们 又 
有 什么 现实 基础. 现实 意义 和 应 用 呢 ? 它们 与 现实 的 关系 是 怎样 的 
呢 ? 在 数学 中 是 如 何 定 义 它们 和 讨论 它们 的 呢 ? 现 代 儿 何 学 的 普遍 
观点 在 数学 中 有 什么 意义 呢 ? 

这 些 问题 就 是 本 章 折 要 回答 的 ， 但 是 在 本 章 中 不 预备 叙述 抽 
象 的 数学 空间 的 理论 本 身 ， 因 为 这 样 侯 需要 非常 多 的 篇 幅 和 在 专 
门 的 数学 工具 上 化 极 大 的 功夫 ， 我 们 的 任务 是 前 明 几何 学 的 新 观 
念 的 本 质 ， 即 回答 上 面 所 提 的 问题 。 这 都 可 以 不 用 复杂 的 证 明和 
公式 而 做 到 ， 

各 题 的 历史 回潮 到 欧 几 里 得 的 “几何 原本 ”， 回 洲 到 关于 平行 
线 的 公理 (或 说 公设 )。 


§1， 欧 几 里 得 公设 的 历史 


欧 几 里 得 在 他 的 “几何 原本 ”中 以 所 亩 公设 和 公理 的 形式 写 出 
了 几何 学 的 一 些 基本 的 前提， 其 中 包含 着 第 五 条 公设 (在 “几何 原 
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本 "的 另 一 些 版 本 中 是 第 十 一 条 公理 )， 这 公设 在 现在 普通 是 这 样 
统 述 的 : “通过 不 在 已 知 直线 上 的 一 个 点 , 不 能 引 多 于 一 条 的 直线 ， 
平行 于 已 知 直线 . ”我 们 回想 一 下 , 所 谓 一 条 直线 平行 于 一 条 已 知 
直线 , 是 指 这 两 条 直线 在 一 个 平面 上 而 且 不 相交 , 这 时 说 的 是 无 限 
的 直线 而 不 是 它们 的 有 限 线段 。 

容易 还 明 ， 通 过 不 在 已 知 直线 4 上 的 点 4， 至 少 总 可 以 引 一 
条 直线 平行 于 已 知 直线 . 

实际 上 , 我 们 从 点 4 引 垂直 线 5 到 直线 4 上 , 而 且 通 过 4 引 
直线 c 垂直 于 六 图 1)。 得 到 的 图 形 正 好 对 称 于 直线 b, 因为 直 
线 5 在 其 两 侧 与 直线 4 和 c 组 成 的 角 相 等 。 因此 , 当 沿 着 直线 5 
把 乎 面 翻转 过 来 时 ， 我 们 就 把 直线 e 和 e 的 两 半 交 换 了 位 置 。 由 
此 可 知 , 假如 5 和。 在 4B 的 某 一 侧 相 交 , 那 末 它们 也 应 该 在 另 一 
侧 相交 . 在 这 种 情况 下 , 直线 5 和。 将 有 两 个 公共 点 , 然而 这 是 不 
可 能 的 , 因为 按照 直线 的 基本 性 质 , 通过 两 个 点 只 可 以 引 一 条 直线 
《有 两 个 公共 点 的 直线 必然 重合 )。 


图 1 

总 之 , 从 直线 的 基本 性 质 和 图 形 的 移动 (由 于 沿 着 直线 4B 省 

转 平 面 就 是 绕 着 这 条 直线 来 旋转 半 平 面 ) 推出 ,通过 已 知 点 至 少 总 

能 引 一 条 直线 平行 于 已 知 直线 ， 这 个 结论 在 补充 了 欧 几 里 得 公设 
以 后 , 就 可 以 断言 这 种 平行 线 只 有 一 条 , 而 不 能 有 别 的 平行 线 . 

在 几何 学 的 其 他 公设 (公理 ) 中 ， 这 个 公设 占有 某 种 独特 的 地 

位 。 欧 几 里 得 自己 把 这 个 公设 写 得 非常 复杂 , 即使 在 上 面 所 引 的 

普通 的 形式 中 , 这 公设 也 包含 着 一 定 的 困难 之 处 . 这 个 困难 就 包括 

在 平行 线 概念 本 身 之 中 .这 里 谈 到 了 整 条 直线 ， 但 是 如 何 断定 两 

条 已 知 直线 平行 呢 ? 为 此 必须 把 它们 向 两 侧 引 到 无穷， 而且 查 断 
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定 它们 在 无 根 延 长 的 整个 范围 内 没有 一 处 是 相交 的 。 亚 然 , 这 种 
想法 有 其 困难 之 处 ， 欧 几 里 得 自己 就 已 经 让 平行 线 公设 占有 某 种 
独特 的 地 位 ， 看 来 完全 是 有 理由 的 了 。 在 欧 几 里 得 的 “几何 原本 ” 
里 ,这 个 公设 从 第 29 个 命题 才 开 始 应 用 ， 同 时 欧 几 里 得 是 不 用 这 
个 公设 而 得 出 前 28 个 命题 的 ， 由 于 这 公设 的 复杂 性 , 很 自然 地 产 
生 能 否 不 用 它 的 愿望 ， 因 此 早 在 古代 就 已 经 出 现 了 修改 平行 线 的 
定义 、 修 改 公设 的 表述 的 企图 , 甚至 更 进一步 把 它 作为 定理 而 从 几 
何 学 的 其 他 公理 和 基本 概念 导出 的 企图 . 

这 样 ， 基 于 第 五 条 公设 的 平行 经 理论 从 古代 开始 就 成 为 许多 
数学 家 工作 中 的 注释 和 研究 的 对 象 ， 在 这 一 连 浊 的 研究 中 首要 
的 任务 是 完全 押 脱 第 五 条 公设 ， 把 它 作为 定理 而 从 几何 学 的 其 他 
基本 命 果 导 出 . 

从 事 这 个 工作 的 有 很 多 几何 学 家 ， 为 欧 几 里 得 作 注解 的 希腊 
的 普 洛 克 尔 (公元 五 世纪 ), 伊 裔 的 纳西 女 丁 * 收 西 (十 三 世纪 ), 稀 
国 的 瓦 里 斯 (1616 一 1703) ,意大利 的 萨 克 利 (1667 一 -1788) ,德国 的 
哲学 家 兼 数学 家 兰 贝尔 特 (1728 一 1777) ， 法 国 的 勒 让 德 (1752 一 
1888) 和 其 他 许多 人 。 在 网 几 里 得 的 “几何 原本 ”问世 以 后 的 两 千 
多 年 长 时 期 中 ， 他 们 全 都 具有 细心 和 几何 的 机 智 而 企图 证 明 第 五 
条 公设 . 

然而 这 些 努 力 肯 定 地 都 得 到 相反 的 结果 ， 每 一 次 都 显示 出 ， 
这 个 或 那个 证 明 的 作者 实际 上 却 运用 了 某 个 命题 ， 这 个 命题 可 能 
是 品 然 的 ， 但 是 却 完全 不 能 以 源 辑 的 必然 性 从 几何 学 的 其 他 前 提 
推 得 ， 换 名 话说， 每 一 次 的 情况 都 是 把 第 五 条 公设 换 成 别 一 个 合 
题 , 从 这 个 命 是 确实 能 淮 得 这 个 公设 , 但 是 这 个 命题 本 身 却 有 待 于 
证 明 ?, 

1) 这 种 等 价 于 第 五 条 公设 的 命题 可 以 提出 很 多 ， 下 面 就 是 一 些 例子 : 1) 平行 于 
已 知 辟 线 的 直线 ， 与 已 知 直线 有 定常 的 距离 ( 普 洛克 尔 ); 2) 存在 着 相似 (而 不 相等 ) 
的 三 角形 , 即 角 相等 而 边 不 相等 的 三 角形 ( 瓦 时 斯 ); 3) 至 少 存 在 一 个 长 方形 , 即 四 个 
角 都 是 直角 的 四 角形 ( 萨 克 利 ); 甸 委 直 于 锐角 的 一 条 边 的 直线 ,也 与 这 锐角 的 另 一 条 
边 相 交 (第 让 币 ); 电 三 角形 各 角 之 和 等 于 两 直角 ( 勒 让 逢 ); 6) 存在 着 面积 任意 大 陀 
三 角形 (高 斯 ) ， 这 样 的 例子 我 们 现在 可 以 无 限制 地 列举 下 去 。 
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从 另 一 方面 深入 到 问题 之 中 的 是 萨 克 利 和 兰 贝 尔 特 ， 联 克 和 
第 一 个 企图 用 反 证 法 来 证 明 第 五 条 公设 ， 即 他 在 起 初 采用 相反 的 
断言 , 然后 从 它 展开 推论 ,期望 引 向 了 矛盾。 在 这 些 推导 中 达到 了 一 
些 完全 无 法 思议 的 结果 , 他 就 以 为 问题 解决 了 .但 是 错 了 , 因为 与 
直观 必 象 的 矛盾 并 不 同时 表明 多 辑 的 矛盾 ， 要 知道 问题 在 于 根据 
几何 学 的 其 他 命题 来 确立 欧 几 里 得 公设 的 逻辑 证 明 ， 而 不 是 为 了 
重新 肯定 它 的 直观 的 正确 性 ， 这 个 公设 就 其 本 身 说 在 直观 上 是 十 
分 令 人 相信 的 . 但 是 , 让 我 们 再 说 一 遍 , 直观 的 信服 和 逻 辑 的 必然 
性 是 两 回 事 . 

兰 贝尔 特 是 比萨 克利 和 地 的 先驱 者 更 为 深入 的 思想 家 。， 他 沿 
着 同样 的 道路 前 进 , 但 是 既 未 引出 逻辑 的 秘 拓 , 也 未 做 出 其 他 的 错 
误 ; 他 并 没有 声明 他 似乎 正明 了 第 五 条 公设 .但 是 在 他 以 后 , 到 了 
十 九 世纪 的 开端 , 勒 让 德 重 又 “证 明 " 了 第 五 条 公设 他 犯 的 是 老 
错误 , 他 仍然 是 用 其 他 有 待 于 正明 的 断言 代替 了 这 个 公设 . 

总 之 ,直到 十 九 世纪 开始 时 ,第 五 条 公设 的 证 明 问 题 还 是 没有 
解决 , 就 象 在 欧 几 里 得 时 代 一 样 ， 白费 了 许多 人 的 精力 , 问题 未 见 
改善 ， 这 真是 几何 学 的 一 个 深奥 的 谜 ， 一 个 看 来 迹 无 疑问 能 被 优 
秀 的 几何 学 家 解决 的 问题 , 却 在 两 千年 的 长 时 期 内 未 能 得 到 解决. 

平行 线 理 论 在 十 九 世纪 成 为 几何 学 的 中 心 疝 题 之 一 。 研 究 它 
的 有 很 多 几何 学 家 : 高 斯 , 拉 格 朗 日 , 达 朗 贝尔 , 勒 让 德 , 瓦 赫 特 , 史 
威 卡特 , 塔 乌 里 努 斯 ,法 尔 卡 什 伯 依 阿 依 和 其 他 人 . 

然而 公设 的 证 明 并 未 得 到 。 这 是 怎么 回 事 呢 ? 是 没有 办 法 解 
决 问题 呢 , 还 是 问题 的 提 法 就 不 对 呢 ? 这 问题 已 经 开始 出 现在 以 恩 
考 深入 而 胜 过 他 人 的 某 些 数学 家 面前 ， 著 名 的 德国 数学 家 高 斯 从 
2792 年 起 就 致力 于 这 个 问题 ,而 且 问题 的 正确 提 法 逐 斯 显现 在 他 
的 腿 前 ， 最 后 ， 他 决定 丢弃 第 五 条 公设 ， 而 且 从 1813 年 起 发 展 了 
从 相反 的 断言 推导 出 来 的 一 系列 定理 , 不 久 以 后 , 德国 数学 家 史 威 
卡特 当 他 在 哈 尔 科 夫 担任 法 学 教授 时 也 走 上 了 同一 条 道路 ， 后 来 
塔 乌 里 努 斯 也 是 如 此 .但 是 在 他 们 中 谁 都 没有 最 余地 找到 问题 的 
答案 ， 高 斯 细心 地 隐藏 了 自己 的 研究 , 史 威 卡特 只 是 给 高 斯 一 封 
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私人 信 ， 只 有 塔 乌 里 努 斯 刊行 了 以 第 五 条 公设 的 否定 为 基础 的 新 
几何 学 的 初步 。 然而 他 自己 也 排斥 了 这 种 几何 学 的 可 能 性 ， 因 
此 , 他 们 之 中 谁 都 没有 解决 问题 , 而 且 关 于 这 问题 的 整个 提 法 的 正 
确 性 的 问题 还 是 没有 答案。 在 1826 年 2 月 23 日 喀 山 大 学 的 青年 
教授 罗 巴 切 夫 斯 基 才 最 先 给 出 答案 他 在 物理 数学 系 的 会 议 上 宣 
读 了 关于 平行 线 的 报告 , 这 篇 报告 的 内 容 在 1829 年 刊登 在 吵 山 大 
学 学 报 上 . 


§2. 罗 巴 切 夫 斯 基 的 解答 


1， 罗 巴 切 夫 斯 基 在 他 的 著作 “新 几何 康 本 ”(1835) 里 , 以 下 列 
文句 描述 了 他 所 给 出 的 第 五 条 公设 的 解答 要 点 : 

“大 家 知道 , 直到 今天 为 止 , 几何 学 中 的 平行 线 理论 还 是 不 完 
全 的 。 从 欧 几 里 得 时 代 以 来 ,两 千年 来 的 徒劳 无 益 的 努力 , 促使 我 
怀疑 在 概念 本 身 之 中 并 未 包括 那样 的 真情 实况 ， 它 是 大 家 想 要 证 
明 的 ， 也 是 可 以 像 别 的 物理 规律 一 样 单 用 实验 ( 警 如 天 文 观 测 ) 来 
检验 的 .最 后 ,我 肯定 了 我 的 推测 的 真实 性 , 而 且 认 为 困难 的 问题 
完全 解决 了 ， 我 在 1826 年 写 出 了 关于 这 个 问题 的 论证 ,” 

我 们 来 分 析 一 下 , 罗 巴 切 夫 斯 基 在 这 一 段 话 里 谈 的 是 些 什 么 . 
这 段 话 像 焦 点 一 样 地 集中 了 罗 巴 切 夫 斯 基 的 新 观点 ， 在 其 中 不 仅 
给 出 了 关于 第 五 条 公设 的 问题 的 解答 ， 而 且 使 儿 何 学 的 全 部 注意 
力 转 移 到 新 的 方面 , 甚至 还 不 单 几何 学 是 如 此 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 早 在 1815 年 就 开始 研究 平行 线 理论 * 他 最 初 也 
像 其 他 儿 何 学 家 一 样 , 企图 证 明 第 五 条 公设 ， 在 1823 年 他 已 经 清 
楚 地 意识 到 , 所 有 的 证 明 ,“ 不 论 是 如 何 地 给 出 的 ,只 可 以 认为 是 说 
明 , 而 在 数学 证 明 的 完整 意义 下 是 不 应 当 获得 尊重 "的 "， 在 那儿 
他 已 经 看 到 ,“' 在 概念 本 身 之 中 并 未 包含 大 家 想 要 证 明 的 真情 实 
况 ”， 换 名 话说， 从 几何 学 的 基本 的 前 提 和 概念 并 不 能 推导 出 第 五 

DD 这 是 罗 巴 切 夫 斯 基于 1523 年 在 他 的 几何 学 教程 里 所 宣 的- 这 本 书 并 未 在 他 
生前 刊行 ,“ 几 何 学 "教程 直到 1910 年 才 出 第 一 版 。 
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条 公设 .那么 他 怎么 肯定 这 种 推导 的 不 可 能 姓 昵 ? 

他 肯定 了 的 是 ， 可 以 循 著 萨 克 利 和 兰 贝 尔 特 曾经 走 过 前 几 步 
的 途径 , 继续 地 走 下 去 ， 他 引用 了 与 欧 几 里 得 公设 相反 的 断言 , 即 
“通过 不 在 已 知 站 线 上 的 点 ， 可 以 引 不 止 一 条 而 至 少 是 两 条 直线 ， 
平行 于 已 知 直线 ”作为 假设 ， 当 我 们 约定 采用 这 个 断言 作为 公理 ， 
而 且 把 它 与 几何 学 的 其 他 命题 连结 起 来 以 后 ， 我 们 就 可 以 由 此 展 
开 极 深入 的 椎 论 ， 于 是 ， 假 如 这 种 断言 与 几何 学 的 其 他 命题 不 相 
容 , 我 们 就 会 引 向 矛盾 , 因而 第 五 条 公设 世 就 用 反 证 法 证 明了 :次 
定 命题 引 疝 了 矛盾 。 然而 并 未 出 现 这 种 矛盾 ,我们 就 引出 了 罗 巴 
切 夫 斯 茜 曾 经 作 过 的 两 个 结论 . 

第 一 个 结论 是 ， 第 五 条 公设 不 能 证 明 , 第 二 个 结论 是 : 在 刚才 
所 写 的 否定 公理 上 可 以 展开 一 连 串 的 推论 一 一 定理 ， 这 些 定理 并 
不 包含 矛盾 ， 因而 这 些 推论 就 形成 了 一 个 逻辑 上 可 能 的 、 无 也 后 
的 理论 ,这 个 理论 可 以 看 做 是 新 的 非 欧 几 里 得 的 几何 学 ， 由 于 还 
不 能 找 出 这 种 几何 的 现实 意义 , 罗 巴 切 夫 斯 基 填 重地 把 它 叫做 “中 
所 的 几何 学 ”"。 但 是 他 已 经 看 到 了 它 的 逻辑 的 可 能 性 ， 在 说 出 了 
各 坚持 了 这 个 巩固 的 信念 时 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 衣 现 出 是 真正 伟大 的 
天 才 , 他 毫 不 动 播 地 坚持 了 自己 的 信念 , 并 不 因为 社会 的 与 论 , 也 
并 不 因为 怕 遭 受 误解 和 批评 而 隐藏 这 些 信念 . 

总 之 , 罗 巴 切 夫 斯 基 所 得 到 的 前 两 个 结论 是 : 断定 了 第 五 条 公 
设 的 不 可 证 明 性 和 根据 否定 公理 懂 开 新 几何 学 的 可 能 性 ， 人 很 如 不 
考虑 它 的 结论 与 关于 空间 的 直观 妖 法 的 矛盾 性 ， 这 新 的 几何 学 在 
馆 辑 上 像 胸 几 里 得 几何 学 一 样 是 丰富 而 又 完善 的 几何 学 ， 罗 巴 轧 
夫 斯 基 发 展 了 这 个 新 几何 学 ， 因 此 现在 这 种 几何 学 就 以 他 的 名 字 
来 命名 。 这 里 包含 着 极为 重要 的 一 个 普 迪 结果， 在 逻辑 上 可 能 的 
并 不 凡是 一 种 几何 学 ， 我 们 还 将 说 明 这 个 结论 所 包含 的 全 部 意 
义 ; 特别 说 来 , 回想 到 本 章 开头 所 提出 的 关于 抽象 的 数学 空间 的 请 
问题 , 在 这 个 结论 里 已 经 包含 了 那些 问题 的 不 小 一 部 分 解答 了 . 

我 们 再 回 到 上 面 提 到 过 的 罗 巴 切 夫 斯 基 的 话 ， 他 说 几何 的 真 
理 , 像 其 他 的 物理 规律 一 样 ， 可 以 单 用 实验 来 检验 、 这 首先 是 说 
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所谓 真理 应 该 理解 为 抽象 概念 与 现实 的 一 致 性 .这 各 一致 性 可 以 
单 用 实验 来 确定 。 因 此 ,为 了 检验 这 些 或 那些 结论 的 真实 性 , 必须 
作 试 验 性 的 研究 ， 单 靠 迄 辑 的 推断 对 于 这 个 是 不 够 的 。 虽然 欧 几 
里 得 几何 很 精确 地 反映 了 空间 的 现实 性 质 ， 但 是 要 说 即使 作 进 一 
步 的 研究 ， 也 不 能 发 现 欧 几 里 得 几何 作为 关于 现实 空间 的 性 质 的 
学 说 只 是 近似 地 正确 的 ,这 是 无 法 使 人 信服 的 。 于 是 几何 学 作为 
关于 现实 空间 的 学 说 (而 不 是 作为 次 辑 系 统 )， 就 需要 根据 新 的 实 
验 数据 加 以 修正 和 精确 化 了 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 这 个 天 才 的 思想 在 物理 学 的 新 的 发 展 
中 一 一 在 相对 论 中 , 得 到 了 完全 的 证 实 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 自 己 根据 天 文 观测 来 作 计算 ， 以 便 检 验 欧 几 里 
得 几何 的 精确 性 这 些 计算 当时 在 可 达到 的 精确 性 范围 内 证 实 了 
欧 几 里 得 几何 的 正确 性 .现在 情况 变 了 , 虽然 应 该 立即 指出 , 在 应 
用 到 空间 时 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 并 不 显得 更 精确 些 ， 空 间 显得 还 有 
其 他 的 更 复杂 的 性 质 ， 但 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 早 就 通过 其 他 的 关 
` 系 获得 了 自己 的 根据 和 应 用 , 这 关系 我 们 在 以 后 将 会 详细 地 说 到 . 

必须 指出 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 完 全 没有 简单 地 把 他 的 几何 看 作 建 
立 在 任意 采用 的 假设 上 的 逻辑 系统 .他 看 到 主要 的 问题 不 在 于 几 
何 基础 的 逻辑 分 析 ， 而 在 于 它们 与 现实 的 关系 的 研究 ， 由 于 实验 
不 能 给 出 欧 几 里 得 公设 真实 性 问题 的 绝对 地 精确 的 解 ， 所 以 研究 
作为 几何 学 的 更 基本 的 前 提 的 逻辑 可 能 性 才 有 了 意义 .这 种 数学 
的 研究 促成 了 对 空间 的 现实 性 质 作物 理 的 研究 时 所 应 该 遵循 的 途 
经 ,何况 欧 几 里 得 几何 还 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 极限 情形 , 因而 这 
后 者 包括 了 更 大 的 可 能 性 。 从 这 个 观点 看 来 , 欧 几 里 得 公设 的 限 
制 等 于 是 对 于 理论 发 展 的 禁令 理论 必须 超出 早 为 大 家 所 知道 的 
界限 ， 才 能 找到 和 指出 发 掘 新 事实 和 新 规律 的 途径 . 对 于 数学 与 
现实 的 联系 的 深入 理解 ， 可 以 从 现实 的 多 样 性 中 分 出 那样 一 些 迎 
辑 的 可 能 性 , 它 有 在 自然 知识 中 显得 合用 的 最 广 的 基础 。 假如 追 
随 罗 巴 切 夫 斯 共和 的 几何 学 家 们 没有 发 展 关于 空间 的 可 能 性 质 的 学 
说 , 那 末 现代 物理 学 家 就 不 能 有 那样 一 些 数学 的 工具 , 使 它 能 利用 
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这 些 工具 来 表述 和 发 展 相 对 论 的 命题 了 . 

总 之 ， 我 们 可 以 来 总 结 一 下 罗 巴 切 夫 斯 基 所 给 出 的 第 五 条 公 
设 问题 的 解答 . 

1°. 公设 是 不 能 证 明 的 . ¢ 

2°。 几何 学 的 其 他 基本 命题 添上 否定 公理 以 后 ， 可 以 展开 一 
种 与 欧 几 里 得 几何 不 同 的 、 逻 辑 上 完整 而 富有 内 容 的 几何 学 . 

3°*， 这 种 或 那 种 逻辑 上 可 能 的 几何 学 的 结论 ， 在 应 用 到 现实 
空间 时 的 正确 性 只 有 用 实验 来 作 检验 ， 逻辑 上 可 能 的 几何 学 不 这 
该 当 作 任意 的 逻辑 体系 来 研究 ， 而 应 该 作为 促成 发 展 物理 理论 的 
可 能 途径 和 方法 的 理论 来 研究 . 

这 个 解答 与 企图 证 明 欧 几 里 得 公设 的 几何 学 家 们 所 希望 获得 
的 解答 完全 不 同 . 这 个 解答 与 早已 确立 的 观念 是 如 此 地 背道而驰 , 
以 致 于 在 数学 家 中 和 间 也 不 能 被 理解 。 它 对 于 他 们 说 已 经 是 太 新 、 
太 激 进 了 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 就 像 是 砍 断 了 平行 线 理论 中 的 郭 尔 边 亚 
王 之 结 "， 而 不 是 像 其 他 几何 学 家 所 想 做 到 的 那样 来 解 开 
它 , 

2. 几乎 与 罗 巴 切 夫 斯 基 同 时 ， 匈 牙 利 的 几何 学 家 雅 诺 什 * 伯 

依 阿 依 (1802---1860) 也 发 现 了 第 五 条 公设 的 不 可 证 明 性 和 非 欧 几 
里 得 几何 的 可 能 性 ， 雅 诺 什 伯 依 阿 依 在 他 父亲 法 尔 卡 什 “ 伯 依 阿 
依 的 1883 年 出 版 的 几何 论文 中 ， 以 附录 的 形式 发 表 了 他 的 结论 
事先 做 父亲 的 曾 把 儿子 的 工作 寄 给 高 斯 评阅 , 得 到 了 高 斯 的 称 物 ， 
高 斯 说 他 自己 在 前 些 时 也 获得 了 同样 的 结论 。 然 而 高 斯 始终 没有 
把 这 种 绪论 放 在 他 的 论著 里 发 表 ， 在 一 封 信 中 他 解释 说 ,是 因为 
恶 怕 不 被 人 所 理解. 

在 科学 中 经 常 发生 这 样 的 事 ， 在 科学 中 的 一 些 成 熟 了 的 结论 
几乎 同时 地 和 独立 地 为 不 同 的 学 者 记 获 得 ， 牛顿 和 菜 布 尼 获 同时 


* 关于 郭 尔 迪 亚 王 之 结 的 传说 是 : 有 预言 说 胞 解 开 这 个 结 的 就 能 绕 治 小 亚细亚 ， 
然而 始终 无 人 凯 开 . 后 来 马 其 额 的 阿 历 山大 王 昕 到 这 个 预言 ,用 剑 把 这 个 结 砍 成 两 断 ， 
本 句 话 的 意思 是 说 , 罗 巴 切 夫 斯 基 用 出 人 意 村 的 办 法 解决 了 平行 线 理论 中 的 难题 ,一 一 
评 者 注 
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发 展 了 数 积分 法 ; 达尔 文 的 学 说 同时 被 温 菜 斯 所 获得 ; 与 爱 因 斯 坦 
同时 树立 相对 论 原理 的 还 有 庞 加 菜 ， 还 可 以 举 出 很 多 这 样 的 例 
子 ， 它们 再 一 次 地 证 明了 , 科学 的 发 展 必须 通过 在 科学 中 成 网 了 
的 问题 的 解决 , 而 不 是 通过 那些 偶然 的 发 现 和 猜测 、 就 这 样 同时 
发 现 非 欧 几 里 得 几何 的 可 能 性 的 有 好 几 个 几何 学 家 ， 罗 巴 切 夫 斯 
基 、 伯 依 阿 依 、 高 斯 、 史 威 卡特 和 二 乌 里 努 斯 

然而 ， 在 科学 中 并 非 所 有 获得 新 成 果 的 学 者 在 确立 这 种 新 成 
果 时 都 起 着 同样 的 作用 , 因而 不 能 给 他 们 以 同等 的 功 线 . 这 时 还 要 
考虑 到 时 间 的 优先 性 、 结 论 的 明白 性 和 深度 .它们 产生 的 顺序 和 根 
据 ， 不 论 史 威 卡特 还 是 塔 乌 里 努 斯 , 都 没有 确信 几何 学 的 合法 性 ， 
而 在 现在 这 个 情形 里 , 这 正 是 有 决定 意义 的 ,尤其 因为 萨 克 利 和 兰 
贝尔 特 已 经 得 到 过 新 儿 何 学 的 一 些 个 别 的 结论 ， 高 斯 虽然 好 像 有 
了 这 种 确信 , 但 是 并 未 如 此 地 坚持 这 种 确信 , 以 致 于 肯 冒 险 把 它 发 
表 出 来 ， 还 没有 一 个 深思 的 和 多 才 的 数学 家 ， 能 像 罗 巴 切 夫 斯 基 
所 做 的 那样 ， 勇 敢 地 坚持 了 新 的 思想 ， 以 致 于 在 数学 中 引起 了 半 
命 ， 在 这 一 点 上 , 高 斯 是 那个 时 代 的 德国 知识 分 子 的 典型 代表 者 ， 
这 些 知 识 分 子 同时 具有 深入 的 理论 知识 和 政治 上 的 软弱 性 ， 这 种 
精神 表现 在 高 斯 的 同时 代 人 黑 格 尔 的 哲学 之 中 .列宁 曾经 说 过 ， 
黑 格 尔 “ 天 才 地 预见 了 , 也 只 是 预见 了 ”自然 和 认识 的 辩证 法 , 但 是 
在 预见 了 这 个 赫 尔 崔 所 谓 “ 革 命 的 代数 学 "以 后 ， 他 自己 却 使 它 从 
属于 唯心 主义 的 、 反 动 的 哲学 体系 . 

伯 依 阿 依 虽 无 不 坚决 的 表现 , 但 是 他 所 给 出 的 新 的 观念 , 并 不 
像 罗 巴 切 夫 斯 基 那 样 深入 地 展开 ， 正 是 罗 巴 切 夫 斯 基 第 一 个 公开 
地 一 一 1826 年 在 口头 上 ，1829 年 在 文字 上 一 一 提出 了 新 的 观念 ， 
而 且 继 续 在 一 系列 的 工作 中 发 展 了 和 宣传 了 这 种 观念 ， 最 后 在 
1855 年 刊行 了 “ 玫 儿 何 学 ， 他 在 口述 这 个 著作 时 ， 已 经 是 暮年 时 
代 的 障 眼 老人 了 ， 但 是 仍然 保持 着 坚强 的 精神 和 确信 自己 的 正 
确 性 . 正 因为 如 此 , 所 以 理应 以 他 的 名 字 来 称呼 新 的 几何 
学 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 不 仅 发 展 了 新 几何 学 ， 而 且 还 正确 地 提出 了 关 
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于 几何 学 与 现实 的 关系 的 问题 。 哲 学 家 康德 直到 今天 还 在 唯心 主 
义 者 中 享有 很 大 的 荣誉 ， 就 因为 他 认为 空间 不 是 物质 存在 的 现实 
形式 , 而 只 是 我 们 的 观念 的 天 赋 形 式 , 想象 的 先 验 的 ( 即 与 经 验 无 
关 的 ) 形 式 ， 因 此 , 照 康德 的 说 法 , 几何 学 也 是 先 验 的 , 即 与 经 验 无 
关 的 ， 罗 巴 团 夫 斯 基 融 斥 了 这 种 唯心 主义 的 见解 他 作为 险 物 主 
义 者 而 站 在 康德 的 对 立 面 ， 提 出 了 几何 学 与 现实 的 关系 的 唯物 主 
义 的 解释 . 他 说 , 真理 只 能 用 经 验 来 检验 . 与 康德 相反 , 罗 巴 切 夫 斯 
基 断 言 ， 不 应 该 信 趟 通过 天 赋 的 感觉 而 获得 的 初 公 的 ( 即 基本 的 ) 
概念 "， 罗 巴 切 夫 斯 基 不 仅 坚持 认为 观念 和 概念 都 从 经 验 产生 (这 
是 他 以 前 的 唯物 主义 者 所 说 的 ), 而 且 还 指出 ,几何 学 与 现实 的 关 
系 也 必须 用 经 验 来 使 它 精确 化 . 这 已 经 包括 了 发 展 儿 何 学 的 思想 ， 
包括 了 随 着 我 们 知识 的 发 展 无 限制 地 逼近 于 绝对 真理 的 思 
想 . 

因此 , 罗 巴 切 夫 斯 基 不 仅 是 天 才 的 几何 学 家 , 而 且 是 唯物 主义 
的 哲学 家 , 他 还 是 俄国 教育 界 的 精力 充沛 的 和 多 才 多 艺 的 活动 家 ， 
他 在 路 山大 学 担任 教授 而 且 当 了 将 近 20 年 的 校长 . 罗 巴 切 夫 斯 
基 生 活 在 坚持 自己 的 思想 不管 别人 的 怀疑 甚至 嘲笑 的 唯物 主义 、 
勇敢 和 刚 娄 之 中 , 生活 在 作为 学 者 .教育 家 和 组 织 家 的 广泛 活动 之 
中 , 表现 出 当时 俄国 教育 界 的 优秀 代表 的 特色 。 当时 正 是 俄国 天 
才 和 社会 意识 暴风 雨 般 地 兴起 和 隆盛 的 时 代 , 正 是 普希金 ,十 二 月 
党 人 、 别 林 斯 基 的 时 代 、 俄 届 并 不 像 欧 洲 文化 的 一 个 胆 性 的 和 师 
从 的 女 学 生 而 出 现在 国际 舞台 上 , 而 是 作为 能 给 出 自己 的 、 新 的 、 
而 且 还 是 欧洲 所 不 知道 的 那 种 东西 的 力量 。 就 这 祥 ， 罗 巴 切 夫 斯 
基 在 数学 中 解决 了 两 千年 来 屹立 在 科学 面前 的 问题 ， 而 且 使 科学 
向 新 的 道路 上 发 展 、 他 的 唯物 主义 和 他 的 科学 的 勇气 类 似 于 拉 其 
晓 夫 、 彼 斯 捷 尔 和 和 别 林 斯 基 的 唯物 主义 和 科学 的 勇气 。 罗 巴 切 夫 
斯 基 不 仅 是 新 几何 学 的 创立 者 , 而 且 是 学 者 .思想 家 和 公民 一 一 伟 
大 的 人 (在 这 个 字 的 整个 意义 下 )。 在 罗 巴 切 夫 斯 基 死 后 ， 几 何 学 
的 发 展 当然 远 远 超出 了 他 所 能 想象 到 的 范围 ， 但 是 实在 应 该 认为 
几何 学 以 致 一 般 数 学 的 新 时 代 是 从 他 开始 的 。 
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§3. 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 


1.、 总 之 , 罗 巴 切 夫 斯 基 采 用 了 与 第 五 条 公设 相反 的 断言 作为 
基础 : 在 已 知 平面 上 通过 一 个 点 至 少 可 以 引 两 条 直线 不 与 已 知 
直线 相交 。 他 由 此 导出 一 系列 深入 的 推论 , 它们 就 组 成 新 的 几何 
学 . 因此 , 这 种 几何 学 是 作为 某 种 想象 的 理论 , 作为 从 上 而 所 作 的 
假设 与 欧 几 里 得 几何 ( 罗 巴 切 夫 斯 基 说 它 是 “通常 的 ”几何 ) 的 其 
他 ? 基本 前 提出 发 而 用 尘 辑 方法 证 明 的 定理 的 总 体 而 建立 的 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 在 他 的 推导 里 得 到 了 与 “通常 的 ”初等 几何 相 类 
似 的 全 部 结果 , 即 达 到 了 非 欧 儿 里 得 的 三 角 学 和 三 角形 的 解法 , 达 
到 了 面积 和 体积 的 计算 ， 我 们 在 这 里 不 能 追踪 罗 巴 切 夫 斯 基 的 捧 
导 的 这 个 线索 , 并 非 由 于 它们 过 分 复杂 , 而 首先 是 因为 没有 足够 的 
箱 幅 。 要 知道 “通常 的 ”几何 的 中 学 课本 是 相当 厚 的 , 而 罗 巴 切 夫 
斯 茶 的 推导 当然 不 会 比 这 些 “通常 的 ”推导 更 简单 些 更 短 些 ， 所 以 
我 们 在 这 里 只 能 所 出 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 一 些 突出 的 结果 ， 有 兴 
趣 更 深入 研究 非 欧 几 里 得 几何 的 读者 , 可 以 去 看 专门 的 著作 .然而 
我 们 将 要 比较 深入 地 说 明 非 爽 几 里 得 几何 的 简单 的 现实 意义. 

我 们 从 平行 线 理 论 开 始 . 设 给 了 直线 s 和 直线 外 的 点 4， 从 
4 引 往 直线 4B 到 直线 4 4 
& 上 .按照 基本 的 假设 , 

至 少 存在 两 条 直线 ， 通 

过 点 4 而 且 不 与 直线 

& 相交 .于 是 处 在 这 两 
条 直线 的 交角 里 的 每 一 图 2 

条 直线 也 都 不 与 4 相交 , 在 图 2 上 直线 b 和 5 在 延长 后 与 4 相交 
是 违反 罗 巴 切 夫 斯 基 的 假设 的 .但 是 这 并 不 足 怪 。 要 知道 罗 巴 切 
夫 斯 基 所 论证 的 不 是 我 们 在 普通 平面 上 所 作 的 图 ， 他 是 从 他 的 做 
设 来 作 膛 辑 的 推导 的 ， 这 个 假设 是 与 我 们 惯常 在 图 上 看 到 的 情形 

1) 只 休学 隐 和 这些 所 谓 "其 余 的 "命题 ,以 后 (在 外 5 甘 ) 还 可 精确 地 表 还 。 
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相对 立 的 . 图 在 这 里 只 起 闭 畏 助 的 作用 , 在 图 上 并 没有 精确 地 画 出 
非 欧 儿 里 得 几何 的 事实 ， 因 为 我 们 在 图 上 所 画 的 是 普通 平面 上 的 
普通 的 直线 , 这 在 图 的 精确 范围 内 无 疑 是 属 十 欧 几 里 得 儿 何 的 . 

在 逻辑 的 可 能 性 和 直观 的 表现 之 间 的 这 个 牙 盾 是 理解 罗 巴 切 
夫 斯 共 几 何 的 主要 困难 .但 是 假如 谈 的 是 作为 好 辑 理论 的 几何 学 ， 
则 应 该 考虑 的 是 论证 的 逻辑 严密 性 ， 而 不 是 与 惯常 的 图 象 是 否 协 
调 ， 

2， 我 们 重新 加 到 直线 4a 和 点 4。 从 4 引 不 与 4 相交 的 半 直 
级 zx( 例 如 垂直 于 4B 的 半 直 线 )， 而 且 让 它 绕 着 点 4 旋转 ， 使 得 
4B 各 的 夹 角 9 变 小 ， 但 是 并 不 使 这 条 半 直 线 与 4 相交、 于 是 
半 直 线 w 就 趋向 一 个 极限 位 置 , 对 应 于 角 9 的 最 小 的 值 , 这 个 极限 
的 半 直 线 c 也 不 与 4 相交 . 

实际 上 , 如果 它 与 直线 a 相交 于 某 个 点 子 《 图 8), 则 我 们 可 
以 在 右边 取 点 并 ' 而 得 到 半 直 线 4 下 ', 它 与 4 相交 ,但 是 与 4B 组 
成 较 大 的 角 ， 这 是 不 可 能 的 , 办 为 按照 半 直 线 。 的 构成 ,与 4B 组 
成 较 大 的 角 的 半 直 线 = 都 不 应 该 与 直线 5 相交 ， 





因此 , 半 直 线 ¢ 不 与 a 相交 , 并 且 在 通过 点 4 而 且 不 与 直线 < 
相交 的 所 有 半 直 线 中 , 它 是 边界 . 

按照 对 称 性 , 显然 在 另 一 侧 也 可 以 引 一 条 半 直 线 0', 它 不 与 4 
.相交 而 且 是 所 有 这 种 半 直 线 的 边界 . 假如 c 和 " 彼此 是 延长 线 ， 
那 示 它们 就 共同 组 成 一 条 直线 o+e'。 于 是 这 条 直线 就 是 通过 已 
知 点 4 而 且 平 行 于 “的 唯一 的 直线 ,因为 当 它 稍 被 旋转 一 下 时 ， 
或 是 c 或 是 就 要 与 4 相交 。 只 要 一 假定 平行 线 不 是 一 条 , 而 是 
至 少 有 两 条 , 则 半 直 线 。 和 就 不 是 彼此 延长 的 了 。 
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总 之 ,我 们 证 明了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 第 一 个 定理 . 

从 不 在 已 知 直线 a 上 的 点 4, 可 以 引 两 条 半 直 线 e 利 "使 得 
它们 不 与 直线 a 相交 ， 但 是 处 在 它们 的 炎 角 之 中 的 任何 半 直 线 都 
与 直线 4 相交 . 

假如 把 半 直 线 。 和 "延长 , 则 我 们 就 得 到 两 条 直线 (图 4), 它 
们 都 不 与 < 相交 而 且 具 有 这 样 的 性 质 : 在 这 两 条 直线 的 夹 角 < 里， 
通过 点 4 的 每 一 条 直线 都 不 与 直线 a 相交 , 而 在 角 忆 里 通过 的 每 
一 条 直线 则 都 与 直线 4 相交 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 把 这 种 直线 和 。 叫 
做 直线 5 的 平行 线 , 直线 。 叫做 右 平行 线 , 直线 " 叫做 左 平行 线 . 
角 有 的 一 半 , 罗 巴 切 夫 斯 基 叫 做 平行 角 ; 因为 角 B 小 于 两 直角 ， 平 
行 角 小 于 直角 . 


4 4 A 了 
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图 4 图 5 

3. 现在 我 们 来 察看 一 下 ， 从 直线 o。 上 的 点 全 到 直线 4 的 距 
离 在 及 沿 着 c 移动 时 (图 辐 如 何 改变 ， 在 欧 几 里 担 几 何 里 , 平行 
直线 之 间 的 距离 是 常数 ， 而 在 这 里 我 们 要 肯定 的 是 , 当 点 互 向 右 
移动 时 , 它 到 & 的 距离 ( 即 徘 直 线段 了 的 长 度 ) 变 小 . 

我 们 从 点 4 引 垂直 线 44Bi 到 直线 4 上， 我 们 再 从 点 及 引 
垂直 线 Bids 到 直线 c 上 (点 44 在 点 41 的 右 侧 ， 因 为 角 7 是 锐 
角 )。 最 后 , 我 们 从 点 4s 引 垂 直线 4sB 到 直线 4 上。 我 们 来 证 
明 4sBs 小 于 44B,. 

垂直 线 短 于 倾斜 线 的 定理 在 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 里 也 成 立 ， 因 
为 这 定理 的 证 明 ( 可 以 在 任何 一 本 中 学 几何 教 本 里 找到 ) 并 不 运用 
平行 线 的 概念 和 与 它 有 关 的 推导 。 只 要 垂直 线 短 于 倾斜 线 , 则 作 
为 直线 。 的 垂直 线 的 BAs 就 短 于 41B1, 同 理 , 作为 直线 4 的 季 
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直线 的 4sBs 短 于 B14，， 因 此 4aBs 短 于 41B,. 

其 次 , 从 点 B 引 季 直线 Bs4s 到 直线 。 上 而 且 重 复 同样 的 论 
证 ， 可 以 肯定 4sBs。 短 于 4.Bs， 继 续 这 个 作 图 法 ， 我 们 得 到 越 来 
越 短 的 垂直 线 序列 ， 即 点 44，4s, … 到 直线 < 的 距离 是 变 小 的 . 
然后 , 我们 补充 了 简单 的 论证 以 后 , 就 可 以 证 明 , 一 般 地 说 , 如 果 柑 
2 上 点 支 " 处 在 革 ' 之 后 ， 则 牌 直 线 卫 "P 了 " 短 于 卫 了 '， 我 们 不 
再 停留 在 这 一 点 上 ， 我 们 希望 以 上 的 论证 已 经 足以 说 明 事情 的 实 
质 , 而 我 们 的 任务 并 不 在 于 严密 的 证 明 . 

但 是 值得 指出 , 可 以 证 明 , 距离 立 F 当 点 了 沿 着 直线 。 向 右 
移动 时 不 仅 变 小 ， 而 且 它 在 点 总 趋向 无 限 远 处 时 还 要 趋向 于 零 
的 焉 离 在 相反 的 方向 不 仅 增 大 , 而 且 赵 向 无 穷 . 

在 欧 几 里 得 几何 里 ， 平 行 于 已 知 直线 的 直线 与 它 有 定常 的 距 
离 ， 而 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 里 , 一 般 地 不 存在 这 样 一 对 直线 , 在 那 
儿 两 条 直线 总 要 分 离 到 无 穷 , 不 是 在 一 方面, 就 是 在 两 方面 至 于 
与 已 知 直线 有 定常 距离 的 线 , 那 总 不 是 直线 , 而 是 一 种 昌 线 ,叫做 
等 距 线 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 这 些 结论 确实 是 骇人听闻 的 和 完全 不 与 惯常 
的 直观 表象 一 致 的 。 但 是 正 像 我 们 已 经 说 过 的 ， 这 种 不 协调 并 不 
能 作为 一 种 论据 ， 来 否定 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 是 从 所 采用 的 前 提 作 
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迎 辑 推广 的 抽象 理论 . 

.现在 我 们 青 来 察看 平行 角 , 即 由 平行 于 已 知 直线 < 的 直线 
c 与 垂直 线 C4 组 威 的 角 Y( 图 0) 我 们 要 证 明 ， 当 点 0 离开 直 
线 a 越 远 时 , 这 个 角 也 就 起 小 ， 为 此 我 们 先 证 明 下 列 事实 : 如 果 两 
条 直线 5 和 与 截 线 BB' 级 成 相等 的 角 a 和 oa, 则 这 两 条 直线 有 
公共 的 垂直 线 ( 图 7). 





图 7 

为 了 证 明 , 我 们 通过 线段 BB' 的 中 点 O 引 委 直 于 直线 ?的 直 
线 0C, 我 们 得 到 两 个 三 角形 080 和 0B'O'。 按照 作 图 ,这 两 个 
三 角形 的 边 0B 和 0OB' 相等 ， 在 公共 顶点 处 的 角 是 对 顶 角 ， 也 本 
等 ， 角 a 等 于 角 ,因为 它们 也 是 对 顶 角 . 按照 已 知 条 件 , 角 a 符 
于 角 忆 因此 角 a 也 等 于 角 o'. 这 样 一 来 ， 在 我 们 的 三 角形 OBO 
各 OB'0' 中 , 边 0B 和 0B' 以 及 与 它们 邻 技 的 角 都 相等 。 于 是 根 
据 熟 知 的 定理 , 两 个 三 角形 相等 , 特别 地 ， 它 们 在 点 C 和 O 处 的 
角 也 相等 但 是 角 0 是 直角 , 因为 按照 作 图 , 直线 CO’ 垂直 于 5. 
因此 角 0' 也 是 直角 ， 即 OC' 也 垂直 于 直线 3。 这 样 一 来 , 线段 
00' 就 是 两 条 直线 5 和 六 的 公共 的 垂直 线 . 公共 垂直 线 的 存在 也 
就 证 明了 . 

现在 我 们 来 证 明 , 平行 角 随 着 点 到 直线 的 距离 的 变 大 而 迹 小 ， 
这 就 是 说 ， 如 果 点 0" 到 直线 4 的 距离 远 过 于 C( 像 在 图 6 上 所 画 
的 那样 ), 则 从 0 所 引 的 平行 线 c 与 各 直线 0O'4 组 成 的 角 就 要 小 
于 从 C 所 画 的 平行 线 6 的 角 . 

为 了 证 明 ,我 们 从 0' 引 直 线 c", 使 它 与 C.4 组 成 的 角 等 于 平 
行 线 。 与 C4 组 成 的 角 . 于 是 直线 c 和 c" 与 截 线 CO 组 成 相等 
的 外 , 因而 像 刚 才 廊 证 明 的 那样 , 它们 有 公共 的 委 直 线 BB'。 于 是 
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从 这 条 垂直 线 的 季 足 B' 可 以 引 直线 co”, 使 它 平行 于 c 而 生 与 算 
直线 组 成 小 于 直角 的 角 , 因为 我 们 知道 ,平行 线 与 垂直 线 组 成 小 于 
直角 的 角 ， 现 在 我 们 在 直线 o" 和 c” 的 夹 角 里 取 任 意 点 用 而 且 
引 直线 OM. 它 进入 eo" 和 oc” 的 夹 角 而 耳 以 后 再 不 能 与 o” 相交. 
因而 它 也 不 会 与 直线 。 相交 .但 是 它 与 40' 组 成 的 角 已 经 比 o” 
与 40 组 成 的 角 为 小 , 即 小 于 角 Y。 其 次 , 更 小 的 角 是 由 平行 线 of 
形成 的 ， 因 为 它 是 通过 C' 而 且 不 与 “相交 的 所 有 直线 中 的 边界 . 
因此 ,平行 线 " 与 0'4 组 成 的 角 比 6 为 小 , 这 就 表明 , 平行 角 在 变 
得 更 远 的 点 0' 处 变 得 更 小 , 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

总 之 ,我 们 证 明了 平行 角 随 着 点 C 离开 直线 a 变 远 而 变 小 . 


与 这 直线 的 垂直 线 组 成 任意 小 的 角 ?、 换 名 话说, 如 果 在 离 直 线 a 
很 远 的 地 方 , 作 与 这 直线 的 季 直 线 组 成 很 小 倾角 的 直线 , 则 我 们 可 
以 沿 着 这 条 “倾斜 的 "直线 而 永远 不 与 直线 4 相交 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 
儿 何 的 这 个 事实 也 造成 令 人 惊奇 的 印象 ， 但 是 以 后 还 可 以 得 出 别 
的 更 惊奇 的 结果 . 

举例 说 , 我 们 取 由 半 直 线 e 和 % 组 成 的 锐角 a, 在 高 角 a 的 顶 
点 相当 远 的 地 方 引 & 的 垂直 线 2， 使 得 对 应 于 所 取 的 距离 0B 的 
平行 角 小 于 (图 8) 。 因为 角 a 大 于 平行 角 ， 所 以 踪 过 点 0 而 卫 
平行 于 直线 5 的 直线 与 a 组 成 较 小 的 角 . 但 是 直线 站 不 与 直 
线 了 相交, 因此 w 更 不 与 3 相交 这 就 证 明了 ， 在 锐角 一 边 上 离 
顶点 足够 远 的 地 方 所 引 的 垂直 线 不 与 另 一 边 相交 . 

6 我 们 引出 以 上 的 全 部 推导 有 两 个 目的 : 第 一 (这 是 主要 
的 ), 我 们 希望 指出 一 些 最 简单 的 例子 , 来 说 明 怎样 从 所 采用 的 前 
提出 发 可 以 得 出 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 的 定理 .这 可 以 作为 最 简单 的 


也 如 果 因 是 生 直 线 的 长 度 ,7 是 平行 角 , 则 罗 巴 切 夫 斯 基 证 明了 已 车 -人 这 里 


大 是 依赖 于 长 度 单位 的 售 数 ，* 是 熟知 的 自然 对 数 的 库 数 。 明显 地 , 当 有 > 时 ,6 六 
( 琴 而 了 也 随同 ) 趋 向 于 等 - 
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例子 来 说 明 一 般 地 数学 家 怎样 在 项 象 几何 里 得 出 结论 ， 怎 祥 一 艇 
地 可 以 得 出 那 种 与 惯常 的 直观 麦 象 无 关 的 结论 ， 第 二 , 我 们 希望 
说 明 ， 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 
里 可 以 得 出 何等 多 样 化 的 结 
果 . 我 们 再 举 出 一 些 例子 
在 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 上 
的 两 条 直线 ， 或 者 相交 或 者 
在 罗 巴 切 夫 斯 基 意 义 下 平 
行 。 那 时 它们 在 一 侧 浙 近 地 2 2 
逼近 ， 而 在 另 一 侧 无 限 地 分 图 8 
离 , 或 者 它们 有 公共 的 垂直 线 而 且 在 这 垂直 线 两 侧 都 无 限 地 分 离 ， 
如 果 直 线 4, 8 有 公共 的 垂直 线 (图 9)， 则 对 直线 可 以 引 两 
条 垂直 线 o 4 (在 罗 巴 切 兴 





斯 基 的 意义 下 ), 平行 于 直线 

友 “5b, 而 整 条 直线 5 就 处 在 直线 
6, 4 之 间 . 

a 半径 无 限 增 大 的 圆周 的 

型 9 极限 不 是 直线 ， 而 是 一 种 曲 


线 , 叫做 极限 回 。 通 过 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 , 并 不 总 能 作 一 个 
图 ,而 能 作 的 或 者 是 国 ,或 者 是 极限 加 ,或 者 是 等 距 线 ( 即 由 与 一 条 
直线 等 距离 的 点 组 成 的 曲线 ). 

三 角形 的 各 角 之 和 总 小 于 两 直角 ， 假如 三 角形 变 大 ， 使 得 它 
的 所 有 三 条 高 都 无 限 地 增长, 则 它 的 三 个 角 全 部 趋向 于 堆 ， 

不 存在 面积 任意 大 的 三 角形 ， 

两 个 三 角形 相等 , 假如 它们 的 三 个 角 都 相等 

圆周 长 度 了 不 与 半径 成 正比 ,而 是 更 迅速 地 增长 (在 指数 定 
律 的 基础 上 )， 那 论 是 说 , 下 列 公式 成 立 ; 


ta ®, (D 
这 里 大 是 依赖 于 长 度 单位 的 常数 .因为 


二 (的 生生 
所 以 我 们 从 公式 (DD 性 到 


t=2rr(1+ 汪 名 + ). ® 


唯 有 在 比值 到 很 小 时 才 以 相当 的 糙 确 性 得 出 ?1 一 2zr， 

所 有 这 些 结论 都 是 下 列 一 些 所 采用 的 前 提 的 逻辑 撞 论 : “罗马 
切 夫 斯 基 公 理 " 包 容 了 “通常 的 "几何 的 基本 的 命题 . 

6. 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 特别 重要 的 性 质 在 于 : 在 充分 小 的 区 
域 里 它 与 欧 几 里 得 几何 很 少 差异 ; 区 域 越 小 , 这 种 差异 也 越 小 ， 例 
如 , 在 充分 小 的 三 角形 里 , 普通 三 角 学 的 公式 以 充分 的 精确 性 联系 
了 边 和 角 , 并且 三 角形 越 小 , 也 就 越 精确 , 

公式 (2) 指 出 , 当 半 径 很 小 时 , 圆周 长 度 以 很 好 的 精确 性 与 半径 
成 比例 , 在 同样 情况 下 , 三 角形 各 角 之 和 与 两 直角 相差 很 小 , 等 等 ， 

在 圆周 长 度 的 公式 中 出 现 依赖 于 长 度 单位 的 常数 此。 如 果 灶 


径 与 大 相 比 是 很 小 的 ， 即 如 果 于 很 小 , 则 可 以 从 公式 (2) 看 出 ,长 
度 4 埃 近 于 3rr。 一般 地 说 ,图 形 的 尺寸 与 这 个 常数 相 比 越 小 , 图 
形 的 性 质 越 精确 地 化 成 欧 几 里 得 几何 中 对 应 图 形 的 性 质 ?. 

假如 7 表达 图 形 的 尺寸 ( 圆 的 半径 , 三 角形 的 边 , 等 等 ), 那 末 
比值 于 就 能 表达 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 图 形 性 质 与 欧 几 里 得 几何 
的 图 形 性 质 的 差异 量 。 


划 举例 总 如果 a， b,c 是 一 个 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 和 斜 边 ， 则 代 痊 毕 达 哥 
拉 所 定理 ,下 列 关系 成 立 : 


(上 -Ho 有 一 (+ 人才 +. 
展开 成 级 数 , 我 们 得 出 : oa 十 - 订 十 一 o2 十 芒 十 了 二 的 区 二 下 二 因而 当 志 很 大 
对 我 们 得 到 毕 达 肌 拉 斯 定理 怠 一 o?+ 芒 。 其 次 , 按照 罗 巴 切 夫 斯 基 关 于 平行 角 了 的 公 
式 ( 参 寻 108 页 的 附注 )， 二 尖 一 9 全 如 果 闵 很 小 即 如 果 平 行 线 很 接 壕 ， 则 地 革 一 


4 飞 =1. 因而 *Y 一 90"。 这 样 一 亲 ,在 罗 巴 志 夫 斯 基 下 面 上 相 卡 很 近 的 平 各 与 几时 
袜 的 平行 线 相差 很 小 . 
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出 此 得 出 一 个 重要 的 结论 . 

设 我 们 在 现实 空间 中 以 公里 来 测量 距离 。 我 们 假设 这 时 常数 
很 大， 中 如 等 于 10 

于 是 ， 医 如 说 ， 按 照 回 周 的 公式 (2)， 即 使 它 的 半径 是 100 
公里 ， 回 周 长 度 对 半径 的 比值 与 ar 相差 还 是 要 小 于 十 万 万 分 之 
一 ， 与 欧 几 里 得 几何 的 其 他 关系 的 差异 也 有 同样 的 程度 ， 在 一 公 
里 的 范围 内 它们 已 经 小 到 关 ， 即 10- 汪 的 得 讶 ,而 在 一 公 尺 的 范围 
内 则 还 要 小 到 10-4,， 即 完全 无 足 轻 重 的 程度 ， 与 欧 儿 里 得 几何 的 
这 样 的 差异 已 经 无 法 察觉 到 了 ， 因 为 即使 是 原子 的 尺寸 也 要 来 得 
更 大 此 (它们 形成 10- 世 公里 程度 的 量 )， 另 一 方面 ， 在 天 文学 的 
尺度 方面 ,于 也 已 经 可 以 说 是 不 太 小 的 了 . 

因而 罗 巴 切 夫 斯 基 仿 设 ， 即 使 在 普通 的 尺度 下 欧 儿 里 得 儿 何 
以 很 大 的 精确 性 成 立 了 ， 但 是 与 它 的 差异 还 是 可 以 用 天 文 的 观察 
发 觉 的 、 我 们 已 经 指出 过 , 这 个 假设 本 身 是 实现 了 , 但 是 现在 在 天 
文 的 尺度 里 所 发 现 的 那个 与 欧 几 里 得 几何 的 微小 差异 ， 显 得 还 要 
更 复杂 些 。 

最 后 , 从 所 作 的 论证 还 推出 其 他 一 些 重要 的 结论 . 那 就 是 说 ， 
贤 然 常数 越 大 ,与 欧 几 里 得 几何 的 差异 越 小 ， 那 末 在 极限 情形 ， 
当 上 无 限 变 大 时 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 航 变 成 了 欧 几 里 得 几何 。 这 
就 是 说 , 欧 儿 里 得 几何 正好 是 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 的 极限 情形 . 因 列 


如 果 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 里 添上 了 这 个 极限 情形 ， 则 它 也 就 包括 
了 欧 几 里 得 几何 , 在 这 意义 下 它 就 显得 是 更 普遍 的 理论 。 由 于 这 
个 原故 , 罗 巴 切 夫 斯 基 把 自己 的 理论 命名 为 “ 泛 几何 学 ”, 即 普遍 的 
儿 何 学 .理论 之 间 的 这 种 关系 在 数学 和 自然 科学 的 发 展 中 经 常 出 
现 : 新 的 理论 包括 了 旧 的 理论 作为 其 极限 情形 , 这 就 相当 于 从 部 分 
的 结论 到 更 普遍 的 结论 的 认识 过 程 . 

但 是 假如 不 能 在 欧 几 里 得 几何 的 已 经 用 惯 的 概念 体系 中 建立 
罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 的 出 较 简单 的 现实 意义 ， 那 末 以 上 的 全 部 论证 
积 结论 还 将 成 为 难以 理解 的 智力 游戏 ， 罗 巴 急 夫 斯 革 自 己 终 其 一 
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生 并 求解 决 江 个 问题 ; 他 遗留 下 这 一 部 分 给 他 的 后 继 者 , 而 且 直到 
他 的 工作 第 一 次 发 表 的 将 近 40 年 以 后 才 得 到 解决 .我 们 将 在 下 
一 节 中 说 明 这 种 解决 包括 了 些 什 么 . 


§4， 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 的 现实 意义 


1. 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 直观 解释 员 先 在 1868 年 得 到 ， 当 时 
意大利 几何 学 家 贝尔 特 拉 米 指出 ， 在 某 称 曲 面 一 伪 球 面 一 一 上 
的 内 草 几 何 符合 于 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 片 以 上 的 几何 .我 们 加 想到， 
曲面 的 内 蕴 几 何 研究 的 是 只 直 曲 面 本 身上 长 度 的 测量 决定 的 那 各 
图 形 性 质 的 总 体 ， 在 图 10 左边 画 的 是 所谓 点 物 线 。 这 曲线 具有 
这 样 一 些 性 质 , 在 它 的 切线 上 从 切 点 到 与 0y 轴 交 点 的 线 外 对 于 甩 
有 的 点 说 都 是 常数 ， Oy 轴 是 它 的 浙 近 线 。 外 物 线 绕 它 的 浙 近 线 
旋转 , 我 们 就 得 到 在 图 10 有 边 所 画 的 曲面 , 它 叫 化 伪 球 而 。 

[4 








图 10 
贝尔 竺 拉 米 所 作 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 解释 是 这 样 的 ， 在 罗 
巴 切 夫 斯 基 平 面 片 疏 上 的 所 有 几何 关系 与 适当 的 伪 球 面 片段 上 的 
几何 关系 相符 合 ， 只 要 采用 以 下 的 约定 . 作为 直线 段 的 是 曲面 上 
的 最 短线 一 一 测 地 线 、 点 之 间 的 距离 是 作为 曲面 上 连结 它们 的 最 
短线 的 长 度 而 决定 的 。 两 个 图 形 被 认为 是 相等 的 ,假如 可 以 比较 
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它们 的 点 ， 使 得 在 对 应 的 点 之 间 的 内 曹 几何 的 更 离 都 相等 ， 图 形 
在 擅 球 面 上 保留 它们 从 内 草 几 何 更 点 君 来 的 大 小 的 变动 ， 昌 然 要 
随同 作 弯 曲 变 形 , 却 正好 反映 了 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 上 的 移动 .在 
曲面 上 像 普 适 那 样 地 测量 出 来 的 长 度 、 角 度 和 面积 , 就 相当 于 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 里 的 长 度 、 角 度 和 面积 . 

贝尔 特 拉 米 的 解释 指出 , 在 这 些 约 定 下 , 对 应 于 罗 巴 切 夫 斯 基 
几何 的 每 一 个 断言 (就 平面 片段 来 说 )， 就 有 伪 球 面 的 内 蕴 几 何 的 
直接 的 事实 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 变 得 有 了 完全 现实 的 意义 ; 它 正 
是 伪 球 面 上 的 抽象 地 叙述 的 几何 学 . 

应 该 指出 , 伪 妹 面 的 内 蕴 儿 何 早 在 贝尔 特 拉 米 的 发 现 的 30 年 
前 就 已 经 被 闵 定 格 研究 过 了 ， 六 定格 确立 了 表明 其 与 罗 巴 切 夫 斯 
基 儿 何 相符 合 的 那些 性 质 ， 然 而 不 论 是 他 , 或 是 任何 其 他 的 人 , 都 
没有 注意 到 这 一 点 ， 当 时 罗 巴 切 夫 斯 基 的 思想 还 没有 得 到 充分 的 
传播 , 贝尔 特 拉 米 只 是 比较 了 罗 巴 切 夫 斯 基 和 闵 定格 的 结论 , 因而 
发 现 了 它们 的 联系 . 

贝尔 特 拉 米 的 发 现 立刻 改变 了 数学 家 对 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 
关系 ; 它 从 “虚拟 的 ” 变 成 现实 的 了 *. 

3、 状 而 ， 还 要 强调 一 下 , 在 伪 球 面 上 实现 的 并 非 整 个 罗 巴 切 
夫 斯 基 几 何 , 而 是 其 片段 上 的 儿 何 ”， 因 而 还 没有 解决 在 整个 平面 


1) 确立 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 现实 意义 的 历史 ,实际 上 还 妥 更 复杂 些 。 第 一 ， 罗 巴 
切 夫 斯 基 自 己 也 已 经 掌握 了 运用 所 调解 析 模 型 的 方法 来 证 明 它 的 元 巴 质 性 的 办 法 , 但 
是 终 其 一 生还 是 没有 能 写 出 这 样 的 证 明 ， 第 二 ， 秆 国 数学 家 黎 受 在 1854 年 发 表 了 他 
的 理论 (参看 $ 10), 在 其 中 已 经 包含 着 贝尔 特 拉 米 的 兰 论 ,但 是 黎 曼 并 米 明白 地 把 它们 
表达 出 来 ; 他 的 报告 并 未 被 人 理解 ,而 县 直到 1868 年 他 死 后 才 被 人 发 表 , 那 时 贝尔 特 
拉 米 的 工作 已 经 出 现 了 ， 一 般 好 说 , 从 企画 王 明 葡 几 星 得 公设 到 非 欧 由 里 得 几何 的 者 
义 完全 被 人 认识 这 一 段 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 历史 , 其 突出 的 教育 意义 在 于 它 指出 : 真 
浊 的 发 现 常常 需要 经 过 何等 的 努力 和 云 回 的 道路 ,然后 才能 成 为 简单 明了 的 . 

2) 伪 球 面 到 处 有 相等 的 负 的 高 斯 曲率 。 所 有 常数 负 则 率 的 曲面 (至 少 在 微小 的 
片 入 上 ) 都 有 同样 的 内 曹 几何 ,因而 都 可 以 用 来 表达 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 。 然而 , 希 尔 伯 
转 在 1901 年 证 明了 , 任何 这 种 曲面 都 不 能 无 限 币 地 向 所 有 方向 廷 用 而 不 出 现 奇异 性 ， 
因而 就 不 能 实现 整个 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 。 另 一 方面 ,年青 的 荷兰 数学 家 凯 伯 在 1955 
年 确定 ， 存 在 着 在 其 内 草 几 何 的 意义 下 实现 整个 罗 巴 切 夫 斯 基 平 盏 的 光滑 曲面 ， 也 是 
这 种 曲面 虽然 是 光 请 的 , 却 不 能 作 连 续 的 弯 册 变形 , 它们 没有 确定 的 曲率 。 

我 们 还 注意 到 下 下 的 事实 : 当 罗 巨 切 夫 斯 基 几 何在 常数 负 弗 率 五 的 曲面 上 实现 
时 ,在 上 节 公 式 中 所 表 壕 的 常数 得 到 下 列 简 单 的 意义 : 

二 = 一 
云 。 
=。113， 


上 甚或 在 空间 中 解释 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 现实 意义 的 问题 .这 个 
问题 不 多 久 (在 1870 年 ) 就 被 德国 数学 家 克 莱 因 所 解决 ， 让 我 们 
来 说 出 他 所 给 的 解 里 包含 些 什么 . 

我 们 在 普通 的 欧 儿 里 得 平面 上 取 一 个 国 ， 而 且 只 考虑 这 个 贺 
的 内 部 ， 即 把 它 的 圆周 和 圆 外 的 区 域 排斥 在 讨论 之 外 我 们 约定 
把 园 的 这 个 内 部 叫做 “平面 ”一 原来 它 就 起 着 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 
的 作用 我 们 把 圈 的 强 叫做 “直线 ”， 并且 根据 所 采用 的 约定 把 弦 
的 处 在 回 周 上 的 端点 除外 .。 最 后 , 我 们 叫做 “移动 ”的 是 图 的 任何 
这 样 的 变换 , 它 把 贺 变 成 自己 而 且 真 线 还 是 变 成 直线 , 即 不 把 图 的 
弦 变 成 弯曲 的 。 这 种 变换 的 最 简单 的 例子 是 围绕 中 心 的 旋转 , 但 
是 要 知道 , 这 种 变换 是 非常 广泛 的 。 以 后 将 会 说 明 这 种 变换 是 怎 
样 的 变换 . 

只 要 引用 了 这 样 一 些 约定 的 表示 , 那 末 就 可 以 证 明 , 在 圆 内 部 
的 普通 几何 的 事实 就 变 成 了 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 的 定理 ， 而 且 反 过 
来 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 每 一 个 定理 , 就 可 以 解释 成 加 内 部 的 普通 
几何 的 事实 . 

警 如 说 ， 按 照 岁 巴 切 夫 斯 基 
公理 , 通过 不 在 已 知 直 线 上 的 点 ， 
至 少 可 以 引 两 条 直线 ， 不 与 已 知 
直线 相交 。 让 我 们 根据 所 采用 的 
约定 , 即 把 直线 换 成 蓄 , 把 这 个 公 
理 翻 译 成 普通 几何 的 语言 。 那 时 
我 们 就 得 到 一 个 断言 ， 通 过 加 内 
不 在 已 知 弥 上 的 点 ， 至 少 可 以 引 
两 条 弦 , 不 与 已 知 疙 相交 ， 这 个 断言 的 真实 性 显然 可 以 从 图 工 看 
出 。 因 此 , 罗 巴 切 夫 斯 基 公 理 在 这 时 成 立 了 . 

其 次 我 们 回想 起 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 里 , 在 通过 已 知 点 而 且 
不 与 己 知 直线 相 交 的 直线 中 间 , 有 两 条 是 边界 , 罗 巴 切 夫 斯 基 就 是 
把 这 样 两 条 直线 叫做 已 知 直线 的 平行 线 的 .这 表明 , 在 通过 已 知 点 
所 而 且 不 与 已 知 缠 BC 相交 的 蓄 中 间 , 有 两 条 边界 孩 ， 实 际 上 , 这 
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样 两 条 边界 剖 就 是 道 过 点 和 点 C 的 两 条 弦 ， 它 们 确实 与 弦 BO 
没有 公共 点 , 因为 我 们 已 经 把 处 在 加 周 上 的 点 除外 了 .这样 一 来 ， 
罗 巴 切 夫 斯 基 的 这 个 定理 在 这 里 也 成 立 . 

为 了 进一步 把 罗 巴 切 夫 斯 基 定 理 翻 译 成 加 内 的 普通 几何 的 语 
言 ,应 该 指出 在 圆 内 如 何 测量 线段 和 角 , 才能 使 这 个 测 最 对 应 于 罗 
巴 切 夫 斯 基 几 何 。 这 个 测量 当然 不 会 与 普通 的 测量 相同 ,因为 弦 
在 普通 的 意义 下 只 有 有 限 的 长 魔 ， 而 由 效 表达 的 直线 却 是 无 限 长 
的 . 这 看 来 似乎 会 有 某 种 矛盾 , 但 是 我 们 将 要 看 到 , 这 里 并 无 任何 
矛盾 . 

首先 我 们 回想 起 ,线段 长 庆 的 测量 是 按 下 列 方式 进行 的 、 取 
某 个 线段 4B, 把 它 的 长 度 采用 作为 单位 , 于 是 任何 别 的 线段 卫 六 
的 长 度 就 可 以 从 它 与 线段 4B 相 比较 而 决定 。 假如 线段 了 还 
留 下 小 于 4B 的 一 部 分 , 则 就 把 线段 4B 分 成 譬如 10 等 分 (相等 
的 意义 是 , 其 中 每 一 分 都 可 以 从 另 一 分 经 过 移动 而 得 到 ); 用 这 些 
等 分 来 调 量 线段 了 了 的 剩 下 的 部 分 ; 然后 , 假如 必要 , 再 把 线 眉 
4B 分 成 100 等 分 , 依次 下 去 ， 结 果 线段 了 了 的 长 度 就 以 十 进 小 
数 的 形式 表示 出 来 , 它 也 可 以 是 不 尽 小 数 ， 总 之 , 长 度 的 测量 通过 
移 表 取 作 单 位 的 丝 段 或 其 部 分 来 进行 , 即 测量 以 移动 作为 基础 ,而 
只 要 移动 已 经 有 定义 (在 当前 的 情形 下 我 们 把 移动 定义 为 把 直线 
变 成 直线 的 圆 变换 )， 那 末 随 之 就 知道 ， 哪 样 的 线段 算 是 相等 的 和 
应 该 如 何 来 测量 长 度 ， 一 句 话 , 移动 的 定义 已 经 包括 了 (虽然 是 以 
隐蔽 的 方式 ) 长 度 测量 的 法 则 ， 完 全 同样 地 , 角 也 可 以 用 取 作 单位 
的 角 来 测量 ， 因 此, 角 的 测量 法 则 也 包含 在 移动 的 定义 里 ， 

对 应 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 长 度 和 角 的 测量 法 也 可 以 十 分 简 
单 地 得 出 , 虽然 与 普通 的 测量 法 有 实质 上 的 不 同 。 我 们 不 拟 作出 
它们 的 推导 , 因为 在 我 们 的 论证 中 这 并 无 原则 性 的 价值 ”. 

长 度 的 测量 法 则 ,使 得 弦 有 了 无 个 的 长 度 ， 这 是 因为 如 果 运 

一夫 尝 则 如 下: 流 线 眉 4 外 在 弥 CD 上 (了 23) 我 们 用 的 广汉 
到 曼 线 芭 而 且 组 万 所 词 复合 比值 -也 扫 .复合 比值 取 对 数 角 共 采 周作 为 线段 4 
的 长度 。 
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用 我 们 到 作 移动 的 变换 , 线段 4B 变 成 线段 3BB:， 再 变 成 BiBs 等 
等 ， 则 得 到 的 线段 在 普通 的 意义 
下 将 要 变 得 越 来 越 短 ( 明 然 在 罗 
巴 切 夫 斯 基 几 何 模 型 的 意义 下 是 
相等 的 ; 图 12)、 点 Bi, Bs,…， 
Be … 向 着 弦 的 端点 越 来 越 密 . 
但 是 我 们 的 弦 没 有 端点 ， 按 照 约 
定 它 的 端点 是 除外 的 ， 而 且 它 在 
这 意义 下 已 经 是 “无 穷 远 " 的 了 . 
在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 意义 下 ， 
点 BL，Bs,… 并 非 越 来 越 密 , 而 是 趋向 无 穷 远 的 .运用 我 们 采用 作 
为 移动 的 变换 ,一 个 接着 一 个 地 截取 相等 的 线段 , 决 不 会 从 圆 内 达 
到 图 周 . 

为 了 更 好 地 理解 在 这 个 模型 里 如 何 截取 线段 ， 让 我 们 来 讨论 
起 着 沿 直线 的 平移 作用 的 那 种 变换 . 

设 在 平面 上 引进 了 以 图 心 为 原点 的 直角 坐标 系 ,为 了 确定 
起 见 ， 我 们 认为 我 们 的 圆 的 半径 等 于 单位 ， 因 而 它 的 圆周 由 方程 
更 十 妨 一 工 表示 , 而 加 内 的 点 则 满足 不 等 式 2 二 妨 <1。 

我 们 来 讨论 由 下 列 公式 给 定 的 变换 ， 





w+ yl--a 
lt+as’ if 1+az ’ (3) 





这 里 y 是 原来 有 坐标 =, Y 的 点 经 过 变换 而 变 成 的 点 的 坐标， 
4 是 绝对 值 小 于 1 的 任何 已 知 数 . 

假如 从 公式 (3) 求 出 ”和 2 则 我 们 得 到 (这 很 容易 验证 ) 2,y 
反 过 来 用 x',Y 表示 的 式 子 : 


Re 
ET © 


变换 (8) 满足 在 我 们 的 模型 里 的 “移动 "的 两 个 条 件 :也 它 把 
姜 变 成 自己 ，2) 它 把 直线 变 成 直线 
为 了 证 明 第 一 个 性 质 ， 实 际 上 就 是 要 肯定 : 不 等 式 或 等 式 
“6。 





z2 十 ip<t 引出 对 应 的 关系 z?+a?< 二 而 且 反之 亦 然 . 让 我 们 来 
证 明 , 当 吕 十 妨 一 工时 一 定 有 z”+g% 一世: 邵 处 在 已 知 圆周 上 的 点 
还 留 在 加 周 上 . 
我 们 利用 公式 (8) 而 且 考 镜 到 玫 +y? 一 1, 即 护 一 1 一 2， 来 计 
算 3 二 gy 
oa 十 一 人 ap) (eta) i a?) 
+ tl sa 
1+aw. 
~ 1+2art or ja 
Tc 
因此 , 当 吧 十 % 一 工时 也 有 za?+% 一 1， 同 样 地 可 以 验证 其 余 的 情 
形 . 
要 确立 变换 (3) 的 第 二 个 性 质 其 为 简单 ， 事实 上 , 我 们 知道 ， 
每 一 条 直线 都 由 线性 方程 表示 , 而 且 反之 ,每 一 个 线性 方程 都 表示 
直线 ， 设 给 了 直线 





Az+By+0~0, (5) 
好 过 变换 (4 我 们 得 到 


WD—0 "MT—ar 
Mt OO0 
或 者 去 掉 公 和 分母 有 


(4—a0)v +BVI~ay + (0—a4) =0. 

这 个 方程 是 线性 的 , 因而 它 表示 直线 、 这 就 是 直线 (5) 经 过 变换 所 
变 成 的 直线 . 

我 们 还 注意 到 , 变换 (3) 把 Os 轴 变 成 自己 , 因而 只 是 使 点 沿 荐 
它 而 挪动 . 这 是 明显 的 , 因为 在 这 条 轴 上 y 一 0, 而 按照 公式 (8) 这 
时 还 有 YY~0， 在 Ow 轴 上 变换 由 一 个 公式 给 定 : 

zal<D. (3) 

在 这 条 直线 上 , 线段 niza 按照 公式 (3) 而 变 成 线段 切 史 , 而 且 按 照 
约定 ,这 两 个 线 眉 算是 相等 的 。 这样 也 就 实行 了 “线段 的 截取 ”. 

对 于 圆心 0, z=0, 因此 z' 一 &， 努 男 心 在 变换 (3) 下 变 成 有 


"1 ， 


坐标 < 一 4 的 点 ， 

因为 “可 以 任意 给 定 , 只 要 |a| <1, 所 以 圆心 可 以 变 成 沿 Oz 
轴 的 直径 上 的 任何 点 。 

在 同一 个 变换 下 , 原来 处 在 4 的 点 变 成 有 坐标 

Gita 2a 
了 

的 点 44， 因 此 线段 04 在 变换 (3) 下 变 成 线段 44:， 这 洋 就 在 由 
贺 的 直径 表达 的 “直线 ”上 “截取 了 ”这 个 线段 . 

重复 同一 个 变换 , 我 们 可 以 任意 次 地 继续 截取 同一 个 线段. 有 
坐标 徊 的 点 4w 变 成 有 坐标 








的 点 4，4x, 4a …。 因为 所 有 线段 4,4。+1 都 从 O4 经 过 表达 移 
动 的 变换 而 得 到 ， 所 以 它们 全 都 彼此 “相等 "一 一 这 是 在 由 模型 表 
达 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 意义 下 的 相等 .容易 证 明 , 点 4 向 着 直径 
的 端点 而 越 来 越 密 ， 在 模型 的 意义 下 它们 趋向 无 穷 远 . 

因为 0z 轴 可 以 具有 任何 的 方向 , 所 以 这 样 的 平移 变换 可 以 沿 
着 任何 的 直径 ， 把 这 种 变换 与 绕 着 图 心 的 旋转 和 对 任何 直径 的 反 
射 结 合 起 来 , 我 们 可 以 得 到 在 模型 意义 下 的 全 部 “移动 ”. 这 些 变换 
将 在 下 一 节 作 详细 的 讨论 , 在 那里 将 要 严密 地 证 明 , 在 我 们 的 模型 
里 成 立 的 确实 是 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 ,特别 地 , 采用 作为 移动 的 变换 
确实 满足 几何 学 里 的 移动 所 要 服从 的 全 部 条 件 ( 公 理 ). 

让 我 们 再 说 一 遍 克 莱 因 提出 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模型 是 怎 
样 的 ， 取 作 平 面 的 是 圆 的 内 部 ; 点 是 点 , 直线 是 弦 ( 端 点 除外 )， 移 
动 是 把 轴 变 成 自己 而 且 把 总 变 成 弦 的 变换 ; 点 的 位 置 (点 在 直线 
上 ; 点 在 另 两 个 点 之 间 ) 按 普通 的 意义 来 理解 . 测量 长 度 和 角 ( 因 
而 还 有 面积 ) 的 法 则 已 经 可 以 从 下 列 事实 得 出 : 定义 了 移动 也 就 定 
义 了 线 仆 和 角 的 相等 ， 因 而 也 就 定义 了 滑 荐 一 个 线段 截取 另 一 个 
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在 所 有 这 些 约定 下 , 对 应 于 平面 上 的 罗 巴 切 夫 斯 基 


先 全 同样 地 丰 以 下 立 雪 癌 中 的 史 巴 切 夫 拓 革 让 采 的 术 . 取 
作 空 间 的 是 某 个 球 的 内 部 (图 13) ,直线 是 纺 , 平 面 是 圆周 在 球面 上 
Ee 并 且 球 面 本 身 ( 因 而 弦 的 端点 和 所 说 加 的 圈 周 ) 都 除外 ， 最 

， 移动 定义 作为 把 球 变 成 自己 
人 

当 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 这 个 
核 型 给 出 了 以 后 ， 也 就 确定 了 这 
个 几何 有 简单 的 现实 意义 ， 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 是 真实 的 ， 因 为 它 
可 以 理解 成 加 内 和 球 内 的 几何 学 
的 独特 命定 这 也 就 证 明了 它 的 
无 矛盾 性 ， 它 的 结论 不 能 引 向 矛 加 妇 
盾 , 因为 它 的 每 一 个 结论 都 可 以 翻译 成 加 内 (如 果 所 说 的 是 空间 中 
的 罗 巴 切 赤 斯 基 刀 何 时 是 在 球 内 ) 的 普通 攀 几 星 得 几何 的 语言 ” 

83. 在 克 莱 因 以 后 , 法 加 数学 家 庞 如 莱 给 出 了 罗 巴 切 夫 斯 其 几 
何 的 另 一 种 模型 ， 它 可 以 应 用 到 复 变数 函数 论 里 的 一 些 重要 结果 
的 推论 上 2?、 固 此 , 在 罗 巴 切 失 斯 基 几 何 的 范围 内 解决 了 完全 是 另 
一 个 数学 领域 的 困难 问题 。 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何在 数学 和 理论 物理 
里 还 有 许多 其 他 的 应 用 ; 例如 在 1913 年 ,物理 学 家 瓦 里 恰 克 就 给 
出 了 它 在 相对 论 里 的 应 用 , 

罗 巴 切 失 斯 基 几 何 得 到 了 顺利 的 发 展 ， 在 其 中 展开 了 几何 作 
图 的 理论 曲线 和 曲面 的 一 般 理论 , 凸 体 的 理论 等 等 . 





24) 数学 内 们 递 常 是 这 样 说 的 : 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何在 欧 几 里 得 几何 里 表达 出 来 , 因 
而 它 是 像 殉 几 里 得 几何 无 地 看 一 样 地 无 乔 盾 的 - 

吕 席 加 革 的 模型 是 这 样 的 , 公然 京 圆 的 内 邦 作 为 罗 巴 切 夫 斯 臣 平 而 , 但 是 却 把 短 
真 于 已 知 码 周 的 面 驾 算 做 直线 ; 算 化 区 动 的 是 把 醒 变 成 自己 的 任 河 保 角 变 换 (就 是 由 
罗 巴 攻 夫 斯 基 几何 与 保 角 变 挟 的 联系 给 出 它 与 复 变数 函数 论 的 联系 )。 
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8$85. 几何 公理 , 它们 利用 一 定 
的 模型 来 检验 


1. 为 了 在 数学 上 严密 地 证 明 克 羔 因 的 寞 型 确实 给 出 了 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 的 解释 ， 首 先 必 须 正确 地 表述 什么 是 特别 需要 证 明 
-的 .一 个 一 个 地 检验 罗 巴 切 夫 斯 基 定理 是 没有 道理 的 ; 定理 很 多 
并 且 还 是 无 限 地 多 , 因为 可 以 证 明 新 的 和 更 新 的 定理 ， 显 然 ,只 要 
能 证 明 在 克 莱 因 的 模型 里 罗 巴 切 夫 斯 基 的 那些 可 以 导出 其 余 命 是 
的 基本 的 人 题 成 立即 可 。 但 是 在 这 时 候 必须 正确 地 硼 述 这 些 基 本 
的 命题 

因此 ， 证 明 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 无 秘 盾 的 问题 化 成 了 正确 地 和 
完全 地 表述 它 的 基本 命题 , 即 公理 的 问题 ， 因为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何 的 前 提 与 欧 几 里 得 几何 的 前 提 相 差 的 只 是 一 个 平行 公理 ， 所 以 
问题 就 化 成 如 何 正 确 地 和 完全 地 表述 欧 几 里 得 几何 的 公理 ， 欧 儿 
里 得 自己 并 末 作 出 这 样 的 表述 ; 特别 说 来 , 欧 几 里 得 就 完全 没有 提 
出 图 形 的 移动 或 位 置 的 性 质 的 任何 定义 , 虽然 他 一 直 利用 着 它们 。 
正 是 随 着 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 发 展 ， 同 时 也 随 闭 上 一 世纪 末 叶 形 
成 的 数学 原理 精确 化 的 一 般 潮流 ， 了 网 几 里 得 几何 公理 的 晴 砚 化 和 
补充 的 问题 才 提高 到 最 高 度 . 

经 过 许多 几何 学 家 们 的 研究 ， 几 何 公理 的 表述 问题 得 到 了 解 
决 ， a 

一 般 地 说 , 在 采用 不 同 的 概念 作为 基本 概念 时 ,就 可 以 不 同 地 
选取 公理 。 我 们 在 这 里 引进 平面 上 公理 的 表 是 这 样 的 , 在 其 中 的 
基本 概念 是 点 、 直线 、 移动 和 这 样 的 一 些 概 念 ， 如 像 点 在 直线 
4 上 ;点 五 在 点 和 O 之 同 ; 把 点 站 变 成 点 的 移动 (这 时 候 
其 他 的 概念 就 通过 它们 来 定义 ; 举例 说 , 线段 就 定义 为 直线 上 处 在 
两 个 已 知 点 之 间 的 所 有 点 的 集合 . ) 

公理 分 成 五 组 ， 
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I 结合 公理 
了 通过 每 两 个 点 有 一 条 直线 并 且 只 有 一 条 。 


2) 在 每 条 直线 上 至 少 有 两 个 点 
3) 译 少 存在 三 个 点 ,不 在 一 条 直线 上 。 


本 .顺序 公理 
1) 在 直线 上 的 性 何 三 个 点 中 ， 只 有 一 个 点 在 另外 两 个 点 之 
何 ， 
多 如 果 4, 如 是 一 条 直 级 上 的 两 个 点 ， 则 在 这 条 直线 上 至 少 
有 一 个 点 O, 使 得 点 寻 在 点 了 4 和 〇 之 间 . 
3) 直线 把 平面 分 成 两 个 半 平面 ( 即 直线 把 平面 上 的 所 有 不 在 
这 直线 上 的 点 分 成 两 类 ， 使 得 同一 类 的 点 能 被 不 与 直线 相交 的 线 
县 连结 起 来 , 而 不 同类 的 点 则 不 能 这 样 做 ). 


II. 移动 公理 

(移动 不 要 理解 成 个 别 图 形 的 变换 , 而 要 理解 成 整个 平面 的 变 

换 .) 
- 31》 移动 把 直线 变 成 直线 . 

2) 一 个 接着 一 个 地 进行 两 个 移动 , 相当 于 进行 某 一 个 移动 . 

3) 设 4 清和 a 是 两 个 点 和 分 别 从 它们 引出 的 两 条 半 直 
线 , ,oe 是 分 别 以 延长 后 的 直线 “和 为 界 的 半 平 面 ; 存在 着 叭 
一 的 移动 把 4 变 成 4 a 变 成 w, oe 变 成 <。 (直观 地 说 , 用 平移 
把 点 4 变 到 4， 然 后 用 旋转 把 半 直 线 “ 变 到 ,于 是 半 平 而 < 或 
者 与 w 重合 ,或 者 还 需要 进行 绕 直 线 4 的 “翻转 ”.) 


IV. 连 续 公 理 
设 点 及 1，Xs, 四 s;… 分 布 在 一 条 直线 上 , 使 得 每 个 在 后 的 
点 都 在 其 前 一 个 点 的 右 侧 ， 但 是 同时 有 着 处 在 所 有 这 些 点 右 侧 的 
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点 49， 那 末 就 存在 这 样 的 点 妃 它 也 在 所 有 的 点 且 !， 及 ，, … 的 
右 侧 , 但 是 有 闭 离 它 任意 近 的 点 忌 。( 即 不 论 在 点 如 左 侧 取 怎样 的 
点 ,在线 要 OB 上 总 有 点 脐 ，)。 


本 .平行 公理 ( 欧 几 里 得 的 ) 


通过 已 知 点 只 能 引 一 条 直线 不 与 已 知 直线 相交 . 
以 上 的 公理 已 经 足以 构成 平面 上 的 欧 几 里 得 几何 了 ， 从 这 些 
公理 确实 可 以 导出 中 学 平面 几何 课本 里 的 全 部 定理 ， 虽 然 这 个 推 
导 是 非常 费事 的 . 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 公理 只 在 平行 公理 部 分 才 有 不 同 . 


了 平行 公理 ( 罗 巴 切 夫 斯 基 的 ) 


通过 直线 外 的 点 至 少 能 引 两 条 直线 不 与 已 知 直线 相交 . 
可 以 用 不 多 几 页 篇 幅 说 明 ， 为 什么 在 公理 的 表 里 要 有 例如 公 
理 , “在 每 条 直线 上 至 少 有 两 个 点 "， 谁 不 知道 按照 我 们 关于 直线 
的 观念, 在 直线 上 其 至 有 无 限 多 个 点 。 但 是 很 奇 译 地 , 不 论 是 欧 几 
里 得 还 是 直到 上 世纪 末 叶 的 任何 一 个 数学 家 ， 都 没有 想到 表述 这 
样 的 公理 ， 它 是 被 障 示 的 .但 是 现在 情况 改变 了 ， 当 我 们 给 出 几 
何 学 的 新 解释 时 , 所 亩 直线 已 经 不 是 指 的 普通 的 直线 , 而 是 某 种 别 
的 东西 : 曲面 上 的 测 地 线 、 图 的 残 或 者 别 的 什么 .所 以 就 发 生 了 和 精 
确 地 和 以 周全 无 跟 的 方式 明 委 玫 述 一 切 的 问题 ， 这 一 切 是 指 我 们 
对 于 用 米 乒 述 直 线 的 那些 对 象 所 需要 的 。 对 于 所 有 其 他 的 概念 和 
公理 也 是 如 此 、 
因此 ,就 像 我 们 已 经 说 过 的 , 几何 学 各 种 解释 的 出 现 乃 是 它 的 
基本 命题 精确 化 的 重要 媒介 之 一 .历史 情况 也 是 这 样 :公理 的 精 
确 表 述 是 在 贝尔 特 拉 米 、 克 莱 因 和 庞 吉 莱 的 模型 以 后 才 出 现 的 . 
2. 现在 我 们 来 证 明 , 在 克 莱 因 模型 里 以 上 列举 的 全 部 公理 都 
成 立 , 具 除 去 欧 几 里 得 的 平行 公理 。 正 像 我 们 已 经 在 上 一 节 里 指 
出 过 的 (图 11), 在 这 里 成 立 的 显然 不 是 它 ， 而 是 罗 巴 切 夫 斯 基 公 
了 “市 仙 "可 以 对 应 地 全 季 换 成 " 左 侧 "。 
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理 ， 还 要 检验 公理 I 一 IV. 

在 模型 里 的 平面 是 圆 的 内 部 (我们 认为 图 的 半径 等 于 人 四， 到 
作 点 的 是 点 , 取 作 直 线 的 是 防 ;“ 点 在 直线 上 ”和 “点 在 两 个 点 之 间 ” 
还 照 普通 的 意义 来 理解 。 由 此 可 知 , 结合 公理 .顺序 公理 和 连续 公 
理 成 立 ， 举 例 说 , 第 三 个 顺序 公理 不 过 就 是 孩 把 圆 分 成 两 部 分 . 

还 要 检验 移动 公理 移动 是 定义 作为 把 圆 变 成 自己 而 且 把 直 
线 变 成 直线 ( 即 把 辟 变 成 冰 一 一 译 者 ) 的 变换 的 . 从 这 个 定义 可 见 ， 
这 个 变换 渍 足 前 两 个 移动 公理 ， 满 足 第 一 个 公理 是 因为 既然 把 弦 
当做 直线 , 保留 了 豆 也 就 表明 保留 了 直线 ; 满足 第 二 个 公理 是 因为 
假如 进行 了 两 个 把 贺 变 成 图 而 及 把 落 变 成 获 的 变换 ， 则 得 到 的 变 
换 还 把 圆 变 成 圆 而 且 把 弦 变 成 弦 , 即 还 是 一 个 取 作 "移动 "的 变换 , 

因此 ,余下 的 只 是 第 三 个 移动 公理 ,而 它 的 检验 是 在 这 里 唯一 
有 困难 的 . 

我 们 首先 注意 到 , 这 个 公理 包含 着 两 个 断言 

设 4, A' 是 两 个 点 , 4, a’ 是 分 别 从 这 两 个 点 引出 的 半 直线， 
om % 是 分 别 以 直线 mw 5 为 界 的 两 个 半 平 面 . 

第 一 个 断言 是 说 , 把 和 4 变 威 和 4, 变 成 %, < 变 成 w 的 移动 
是 存在 的 . 

第 二 个 断言 是 说 , 这 样 的 移动 只 有 一 个 ， 

可 以 认为 这 两 个 断言 都 已 经 在 第 三 章 $ 14( 参 看 第 一 卷 ) 里 证 
明了 ,但 是 我 们 愿意 在 这 里 再 引出 它们 的 一 种 证 明 , 这 种 证 明 不 像 
在 第 三 章 里 那样 地 牵涉 到 别 的 更 一 般 的 问题 , 

我 们 对 于 模型 ( 即 在 “ 半 直 线 ”“ 半 平面 “移动 ”等 术语 的 所 采 
用 的 理解 下 ) 来 证 明 第 一 个 断言 的 正确 性 . 

我 们 先 假设 点 4 处 在 图 心 ， 我 们 选取 坐标 系 , 使 它们 的 原点 
处 在 圆心 ,而 Or 畏 通 过 点 4 (图 14). 

在 上 节 中 我 们 讨论 过 交换 
__z+a UNIT- 呆 (6) 

1+ar’ lias “ 
在 那里 证 明了 它 是 “移动 《 印 把 已 知 圆 变 成 自己 而 且 把 直线 变 成 
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直线 ). 

设 ma 是 点 了 的 横 坐 标 ， 它 的 纵 坐 标 加 一 0 办 而 如 果 我 们 到 
4 一 一 ro, 则 根据 公式 66), 点 4 就 变 成 有 坐 宗 (0, 0) 的 点 , 即 变 成 
点 4 

因为 在 这 时 直线 变 成 直线 ， 所 以 “ 半 直 线 ”( 即 弦 的 一 段 ) < 占 
有 某 个 位 置 a" (图 14)。 我 们 弹 着 圆心 作 施 转 可 以 把 a” 变 成 @. 
“ 尘 平面 "a 是 以 “直线 ”( 弦 )a 为 界 的 弓形 中 的 一 个 .如 果 在 移动 后 
它 已 经 与 重合 , 则 变换 也 就 结束 本; 如 果 不 重合 , 我 们 再 用 一 转 
《 即 对 直径 we 的 反射 ) 把 它 变 成 < 

这 样 , 把 “平移 ”(6) 与 施 转 (必要 时 再 与 反射 ) 合 在 一 起 , 我们 
就 把 4, a, a 变 成 4, wa， a. 但 是 所 有 这 些 “ 移 动 * 的 结果 还 是 
“移动 ; 这 个 移动 把 4, a, a 变 成 妈 , a', ol, 即 证 明了 所 求 移动 
的 存在 

以 上 我 们 只 谈 到 当 点 和 4 处 在 回 心 的 特殊 情形 , 现在 我 们 假设 
它 占 有 任意 的 位 置 . 于 是 按照 刚才 所 证 明 的 , 我 们 可 以 用 某 个 “ 移 
动 "把 它 变 成 圆心 , 这 个 “移动 "我 们 记 做 D.。 这 时 “ 半 直 线 "w 变 
成 菜系 从 国 心 引出 的 “ 半 直线 ”a",，“ 兴 平面" af 变 成 某 个 “ 半 平 面 ” 
(半圆 )an (图 15). 

已 经 证 明 过 ， 我 们 可 以 用 某 个 “移动 " 妨 把 点 4 变 成 圆心 ， 
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“ 尘 直线 ”a 变 成 a",，“ 半 平面 "a 变 成 a"， 最 后 , 用 与 Di 相反 的 
“向 动 ”我们 可 以 把 4 从 圆心 变 回 到 原 位 ,同时 还 把 a， or” 变 回 
到 原来 的 位 置 a a 

因此 ,“ 移 动 ”Ds 和 与 D 相反 的 “移动 ” 合 在 一 起 的 结果 ， 我 
们 就 把 4， a, a 变 成 了 4, a', af， 但 是 两 个 “移动 " 合 在 一 起 还 是 
“移动 ”因而 就 确定 了 对 于 点 4 和 4 在 圆 内 的 任意 位 置 ， 存 在 着 
把 4, a, c 变 成 4 a',e 的 移动 。 于 是 包含 在 第 三 个 移动 公理 
里 的 第 一 个 断言 也 就 完全 证 明了 . 

现在 我 们 来 证 明 , 第 二 个 断言 在 我 们 的 模型 里 也 成 立 ， 根据 
这 个 断言 的 意义 , 必须 证 明 下 面 的 事实 . 

设 4, 4 是 回 内 的 两 个 点 ; ,a 是 分 别 从 它们 引出 的 弦 段 ， 
ml 必 是 分 别 以 这 两 条 致 为 界 的 加 弓形 ， 为 了 清楚 起 见 ， 我 们 把 这 
些 点 、 玫 和 加 弓形 画 在 两 个 不 同 的 图 上 (图 16)， 虽 然 它 们 本 来 是 
应 该 处 在 一 个 被 讨论 的 圆 内 的 ， 要 断定 的 是 ,分 别 把 4 变 成 4 
变 成 a a 变 成 的 “移动 ”是 唯一 的 ， 即 它 完 全 由 这 些 元 素 决定 . 

在 作证 明 时 ,我 们 不 仅 考虑 已 知 圆 域 的 变换 ,而且 考 虑 整个 平 
面 的 变 次 "按照 定义 ,移动 ”把 直线 变 成 直线 ， 具 有 这 种 性 质 的 
变换 叫 化 射 尺 变 换 ， 因 此 可 以 说 , 我们 所 谓 的 “移动 "是 把 已 知 图 
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图 16 











了 ) 当 驴 出 公式 (3) ($4) 表达 时 ,与 Di 相反 的 “移动 "由 公式 (从 表 这。 
中 村 以 证 明 ,并 贺 城 变 成 自己 而 县 把 直线 变 成 直线 的 变换 , 在 保留 这 些 性 质 下 唯 
一 地 推广 到 整个 射影 平 面 上 , 即 推广 到 增 夭 了 无 穷 远 点 的 平面 上 。 
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域 变 成 自己 的 射影 变换 (在 图 16 上 我 们 画 的 是 把 圆 域 五 变 成 
贺 域 及" 的 这 种 变换 。 只 需要 经 过 平移 就 能 把 图 域 开 ' 变 到 天 
此 

我 们 曾经 在 第 三 章 $ 12 (第 一 卷 ) 里 讨论 过 射影 变换 ， 这 里 我 
们 就 要 利用 在 那 时 证 明 过 的 下 列 重要 定理 ， 射影 变换 由 没有 三 个 
在 一 条 直线 上 的 任何 四 个 点 变 到 邹 里 而 完全 决定 

返回 到 记 讨 论 的 “移动 "， 它 把 弱 外 < 变 成 %, 因而 就 把 点 B 
变 威 B。 又 因为 它 把 弦 变 成 弦 , 所 以 它 把 点 C 变 成 C'. 

其 次 , 因为 一 般 地 说 , “移动 ”把 直线 变 成 直线 而 且 把 圆 域 变 成 
自己 , 而 在 我 们 的 图 上 则 是 把 圆 域 及 变 成 图 域 天 所 以 在 点 召 
和 C 处 的 切线 变 成 在 点 B 和 C 处 的 切线 ， 因 而 前 两 条 切线 的 交 
点 也 变 成 后 两 条 切线 的 交点 DP (图 16). 

同时 因为 点 4 变 成 各 而 且 直 线 变 成 直线 , 所 以 直线 4D 变 
成 直线 4 刀 ， 直线 4 与 我 们 的 圆周 相交 于 点 召 , F, 直线 
4D' 则 与 它 相交 于 召 ， 五。 (在 图 上 这 些 点 分 别处 在 圆周 天 和 
下 "上 . ) 因 为 贺 城 变 成 自己 , 所 以 点 加, 了 变 成 点 杷 ,五 ， 设 点 刀 
处 在 弓形 “ 的 弧 上 , 殖 处 在 弓形 a 的 红 上 .。 那 末 因为 按照 条 件 ， 
x“ 变 成 w 所 以 召 正好 变 成 瓦 ， 对 应 地 五 就 变 成 歼 . 

总 之 , 我 们 得 出 结论 ， 在 所 讨论 的 “移动 "下 , 团 周 上 的 点 B， 
0, 召 , 了 变 成 点 B', 0O', 加，F'。 但 基点 BO 至 , 五 以 及 点 她， 
0', 加 ,所 显然 都 没有 三 个 在 一 条 直线 上 . 因而 根据 上 面 所 引 的 定 
再, 把 B, 0, ,了 变 成 B, 0', BE', 8' 的 射影 变换 是 唯一 的 .但 
是 “移动 ”也 是 射影 变换 ， 因 此 , 我 们 把 4, 4, a 变 成 4, oo er 的 
“移动 "是 唯一 的 , 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

这 样 一 来 ， 我 们 证 明了 在 所 讨论 的 模型 里 网 几 里 得 几何 的 夺 
有 公理 (除去 平行 公理 ) 确 实 都 成 立 , 或 者 换 句 话说 , 在 模型 里 罗 巴 
切 夫 斯 基 儿 何 的 所 有 公理 都 成 立 。 因此, 模型 确实 实现 了 罗马 切 
夫 斯 基 几 何 . 这 个 几何 就 这 样 地 被 归结 到 网 内 的 欧 几 里 得 几何 , 
上 后 者 是 以 术语 “直线 "和 “移动 ”在 模型 里 所 采用 的 那 种 约定 的 理解 

D 息 如 在 点 如 和 0 处 的 切线 平行 , 则 点 D', 是 “无 完 远 点 ”。 
.126-。 


而 用 特别 的 方式 叙述 的 . 顺便 担 一 下 ,这 已 经 许可 在 已 知 的 具体 
模型 上 懂 开 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 了 ， 这 一 点 在 许多 问题 里 显得 是 比 
较 方便 的 . 

从 几何 学 基础 的 逻辑 分 析 的 观点 看 来 ,上 而 所作 的 证 明 指出 : 
第 一 , 多 巴 切 夫 斯 基 几 何 是 无 矛盾 的 , 第 二 , 关于 平行 线 的 公设 确 
实 不 能 从 上 面 列举 的 其 余 公理 导出 。 


86. 从 欧 几 里 得 几何 分 出 的 
独立 的 几何 理论 


1， 随 着 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 多 立 ,几何 学 的 原则 性 的 发 展 还 
平行 地 沿 着 另外 的 道路 行进 ， 在 空间 的 所 有 几何 性 质 的 宝 减 中 ， 
分 出 了 和 进行 了 由 独特 的 封闭 性 和 稳定 性 区 别 出 来 的 各 组 性 质 的 
独立 研究 ， 这 些 按照 其 方法 区 分 的 研究 , 组 成 了 几何 学 新 的 一 些 
部 门 一 一 关于 空间 形式 的 诸 科学 ， 就 像 例 如 解剖 学 和 生理 学 组 成 
关于 人 体 的 科学 的 各 种 部 门 一 样 ， 最 初 几何 学 一 般 说 来 是 不 分 列 
的 ， 它 主要 研究 空间 的 度量 性 质 一 与 图 形 大 小 的 测量 有 关 的 性 
质 ， 只 是 奢 便 讨论 一 下 不 与 测量 相关 , 而 与 图 形 的 相互 位 置 的 好 
的 特征 有 关 的 性 质 , 并 且 旱 就 已 经 注意 到 , 把 这 种 性 质 的 一 部 分 区 
别 出 来 的 是 在 图 形 的 形状 经 过 重大 的 变形 和 图 形 的 位 置 经 过 改变 
时 还 保留 着 的 独特 的 稳定 性 . 





举例 说 , 我 们 来 察看 图 象 从 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 投射 (图 
17)， 钱 段 的 长 度 在 这 时 改变 了 , 角 改 变 了 ,图 象 的 轮 廊 吧 然 焉 曲 
了 .然而 举例 说 , 点 列 处 在 一 条 直线 上 的 性 质保 留 着 ,直线 切 于 菜 
条 曲线 的 性 质保 留 着 , 等 等. 

关于 投射 和 射影 痰 换 已 经 在 第 三 章 里 谈 过 了 。 在 那里 提出 了 
它们 与 透视 -一 一 空间 图 形 在 平面 上 的 绘 象 一 有 显然 的 联系 ， 透 
视 性 质 的 研究 远 在 欧 几 里 得 以 前 的 时 代 ， 在 古代 建筑 家 的 工作 中 
就 出 现 了 ; 研究 透视 的 还 有 画家 技 厄 尔 和 需 货 那 陀 . 达 . 芬 奇 , 工程 
师 兼 数学 家 戴 札 格 ( 十 七 世纪 )。 最 后 , 在 十 九 世纪 初叶 , 邦 色 列 最 
先 顺 次 地 分 出 了 和 研究 了 在 平面 或 空间 的 任何 射影 变换 下 保 创 着 
的 几何 性 质 , 因而 创立 了 一 门 独立 的 科学 一 “射影 儿 何 ?2 

本 来 好 像 在 任意 射影 变换 下 保留 的 性 质 是 不 多 的 积 非 常 原始 
的 , 但 是 却 远 不 是 这 样 ， 举 例 说 , 不 久 以 后 将 要 提 到 一 个 定理 , 这 
个 定理 断定 ， 图 内 接 六 边 形 各 对 对 边 延 长 后 的 交点 处 在 一 条 直线 
上 这 个 事实 ,对 于 楷 加 .抛物线 和 双 曲 线 也 都 成 立 ， 这 个 定理 提 到 
的 只 是 射影 性 质 ,而 后 面 这 些 曲 线 又 都 可 以 从 网 经 过 投射 而 得 到 . 
更 不 显然 的 是 ， 关 于 外 接 六 边 形 的 对 角 线 相交 于 一 个 点 的 定理 竟 
是 上 而 所 说 的 定理 的 独特 的 同类 物 ， 正 是 在 射影 几何 里 指 露 了 它 








图 到 


1) 部 色 多 是 法 区 的 军事 工程 师 ， 他 在 1812 看 因 车 俘 多 而 带 贸 在 俄国 的 时 候 , 从 
事 于 儿 何 学 的 研究 。 他 在 1822 年 发 表 了 仍 的 工作"“ 论 国 形 的 射影 性 质 ”。 
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们 的 深入 的 联系 .不 显然 的 还 有 , 在 射影 变换 下 , 不 管 怎 么 样 政变 
距离 , 对 于 处 在 一 条 直线 上 的 每 四 个 点 4, B, 0, DD (图 18), 二 重 
比值 韦 S: 和 是 不 变 的 ， 

0 .AD .40 . AD 

EE oF' DE 
这 引出 了 在 透视 里 保留 的 许多 关系 ， 举 例 说 , 利用 这 个 事实 , 容易 
按照 仲 向 远 处 的 道路 的 照片 (图 18)， 从 所 看 到 的 电线 杆 寺 ， 
B, 0' 的 位 置 ,来 决定 它们 到 点 D' 的 距离 . 

关 寺 射影 几何 和 它们 的 结论 在 航空 摄影 测 基 子 作 里 的 应 用 ， 
已 经 在 第 三 章 (第 一 卷 ) 里 谈 过 了 . 当然 , 它 的 规律 可 以 在 建筑 学 里 
利用 ,而且 也 在 构 作 全 景 图 ,布景 等 等 时 利用 . 

射影 几何 的 分 出 在 几何 学 本 身 的 发 展 中 起 着 重要 的 作用 . 

2. 可 以 作为 独立 的 几何 的 另 一 个 例子 是 伪 射 几何 .在 仿 射 
几何 里 研究 的 是 在 任何 这 种 变换 下 不 改变 的 图 形 的 性 质 ， 在 那 种 
变换 下 , 每 个 点 的 原来 位 置 的 科 卡 儿 坐 标 《z,，% 3) 和 新 位 置 的 管 
卡 儿 坐标 (z,， 4 2 之 间 由 下 列 线性 方程 相 联 系 : 

T= QTt by tot ds, 

Y= as + bey tess+ ds, 

gaat+ bsy+car+ds 
《假定 行列 式 


a bi 6 


aa ba ca 








as ba Ca 
不 等 于 堆 ), 

可 以 证 明 , 任何 仿 射 变换 都 能 化 成 一 个 移动 (可 以 加 上 一 个 对 
平 而 的 反射 ), 然后 再 是 空间 沿 着 三 个 互相 季 直 的 方向 的 还 缩 或 者 
伸展 . 

在 任何 一 个 这 种 变换 下 ， 疼 形 保留 着 很 多 的 性 质 。 直线 仍然 
是 直线 (一 般 地 说 , 所 有 “射影 的 “性质 都 保 贸 着 ); 此 外 , 平行 直线 
仍然 平行 ; 保留 不 变 的 还 有 体积 的 比值 ,平行 平面 上 或 者 同一 平面 
"29 。 


上 的 西 个 图 形 的 面积 的 比值 ， 回 一 条 直线 上 或 者 平行 直线 上 的 两 
个 线段 的 长 度 的 比值 , 等 等 。 很 多 大 家 熟知 的 定理 是 属于 仿 射 几 
何 的 。 举 例 说 , 三 角形 的 中 线 相交 于 一 个 点 ,平行 四 边 形 的 对 角 线 
互相 平分 , 梢 贺 的 平行 弦 的 中 点 处 在 一 条 直线 上 , 之 类 的 断言 就 都 
是 这 样 的 

与 仿 射 几何 有 密切 联系 的 有 二 次 曲线 { 二 次 曲面 ) 的 全 部 理 
论 ， 这 种 曲线 就 是 根据 图 形 的 仿 射 性 质 而 分 成 梢 圆 、 抛物 线 和 双 
曲线 的 ， 在 仿 射 变换 下 椭 加 正好 变 成 祷 贺 , 既 不 会 变 成 抛物 线 , 也 
不 会 变 成 双 曲线 ; 同样 地 , 抛物 线 可 以 变 成 任何 别 的 抛物 线 , 而 不 
会 变 成 梢 圆 , 等 等 ， 

分 出 了 和 详细 地 研究 了 图 形 的 一 般 的 仿 射 性 质 的 重要 性 在 
于 , 不 太 复 杂 的 变换 在 无 穷 小 的 范 图 内 实质 上 显得 是 线性 的 , 即 是 
仿 射 的 ， 而 微分 计算 方法 的 应 用 正 是 与 空间 的 无 穷 小 范围 的 讨论 
相 联系 的 ， 

8，1872 年 克 菜 因 在 爱 耳 浪 根 的 大 学 宜 读 了 现在 大 家 叫做 爱 
下 浪 根 纲领 的 演说 ， 他 在 这 篇 演说 中 总 结 了 射影 、 仿 射 以 及 其 他 
“几何 "的 发 展 结果 , 明确 地 表述 了 构成 这 些 几 何 的 普遍 原则 , 那 就 
在 说 ， 可 以 考 忠 空间 的 一 一 变换 的 任何 一 个 群 而 且 研 究 在 这 个 群 
的 变换 下 保留 着 的 图 形 的 性 质 ?. 

从 这 个 观点 看 来 ， 空 间 的 体质 好 象 是 按照 它们 的 深度 和 稳定 
栓 而 分 出 娠 次 ， 普 通 的 欧 几 里 得 几何 是 经 过 抛弃 现实 物体 的 除 儿 
何 性 质 以 外 的 性 质 而 建立 的 ; 这 里 在 几何 学 的 特殊 部 门 里 , 我 们 已 
经 是 在 几何 学 内 部 再 实行 一 次 抽象 , 抛弃 了 除 决定 它们 的 范围 的 ， 
我 们 在 已 知 部 分 里 所 关心 的 几何 性 质 以 外 的 一 系列 几何 性 质 . 

按照 听 说 的 克 莱 因 原则 可 以 建立 许多 的 儿 何 。 举例 说 , 可 以 


了 在 这 里 使 用 " 群 ”这 个 字 并 非 单 是 集合 体 的 意义 。 在 谈 到 变换 群 时 (参看 第 二 
十 衰 ), 指 的 是 变换 的 这 种 集合 ,在 其 中 一 定 包含 信 同 变换 (把 所 有 的 点 都 留 在 原 处 的 
变换 )， 在 其 中 同时 包含 每 一 个 非但 同 的 变换 和 与 它 枢 反 的 变换 ( 托 所 有 的 点 都 变 回 到 
原来 的 位 置 的 变换 ) ,而 且 对 于 这 集合 中 的 每 两 个 变 交 ,在 这 集合 中 还 包含 相当 于 期 次 
进行 这 区 个 变换 的 结果 的 变换 。 
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讨论 保留 任何 线 之 间 的 角 的 变换 (空间 的 保 角 变换 )， 和 研究 在 这 
种 变换 下 保留 的 图 形 的 性 质 ,说 到 的 就 是 保 角 几 何 。 可 以 讨论 不 
一 定 是 整个 空间 的 变换 ， 例 如 在 把 贺 域 变 成 自己 矿 且 把 屁 变 成 避 
的 所 有 变换 下 讨论 图 域 的 点 和 弦 ， 而 且 分 出 在 这 些 变换 下 保留 的 
性 质 , 在 $4 和 8 5 里 已 经 指出 过 ， 我 们 得 到 的 是 与 罗 巴 切 夫 其 基 
儿 何 相符 合 的 几何 . 

4 由 这 种 方式 分 出 的 理论 的 发 展 ， 即 使 在 原则 性 方 面 (说 的 
已 经 不 是 实际 的 内 容 ) 也 不 止 在 这 里 已 经 谈 过 的 那 一 些 . 

譬如 我 们 只 考虑 图 形 的 仿 射 人 性质， 我 们 可 以 在 扫 弃 所 有 其 他 
的 作 质 后 来 设想 空间 ， 也 可 以 设想 其 中 的 图 形 只 具有 我们 所 关心 
的 性 质 , 因而 一 般 地 没有 任何 其 他 的 性 质 ， 在 这 个 “空间 "里 ,一般 
说 来 图 形 不 具有 除 伪 射 性 质 以 外 的 任何 其 他 的 性 质 ， 自 然 可 以 认 
为 这 也 是 用 公理 叙述 的 那 种 抽象 空间 的 几何 ， 即 认为 该 的 是 基 些 
抽象 的 对 象 ; “点 "直线 "“ 平 面 ”它们 的 性 质 (这 些 性 息 显 然 要 
比 在 欧 几 里 得 几何 的 情形 里 少 些 ) 在 某 些 公理 里 写 出 , 并 且 从 这 些 
公理 导 出 的 推论 就 对 应 于 葡 通 空间 的 图 形 的 仿 射 性 质 . 

这 确实 可 以 做 到 ,而 且 这 种 盾 象 的 “点 "、“ 直 线 ”" 和 “平面 "的 集 
合 连同 它们 的 性 质 的 体系 就 叫做 仿 射 空间 。 

同样 地 可 以 设想 只 具有 那 和 范围 的 性质 的 对 象 的 抽象 体系 ， 
这 种 性 质 对 应 于 网 几 里 得 空间 的 图 形 的 射影 性 质 。 (在 这 时 候 , 公 
理 体 系 与 普通 几何 的 公理 的 差别 显得 还 要 更 多 些 , ) 

5. 假如 进一步 深入 到 几何 形象 的 本 质 里 , 那 就 可 以 看 到 ,在 
一 系列 问题 里 起 作用 的 还 有 比 射影 性 质 更 为 深入 的 性 质 ， 这 些 性 
质 在 图 形 的 任何 变形 下 保留 着 ， 只 可 这 种 变形 不 造成 图 形 各 部 分 
的 断裂 和 折 琶 . 《要 使 关于 这 种 连续 变形 的 观念 精确 化 , 在 直觉 的 
描写 以 外 ， 还 可 以 从 分 析 学 中 引用 我 们 熟知 的 连续 函数 的 定义 而 
说 , 提 到 的 是 这 种 把 图 形 的 全 部 点 变 到 新 位 置 的 任意 变换 , 在 这 种 
变换 下 ， 在 新 位 置 的 点 的 笠 卡 儿 举 标 由 其 原来 的 坐标 的 连续 画 数 
表达 ,而 旧 坐 标 自己 也 可 以 才 示 成 新 坐标 的 连续 函数 . ) 

在 任何 这 各 变换 下 保留 的 图 形 的 性 质 叫 短 拓扑 性 质 ， 而 研究 
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它们 的 科学 则 叫做 拓扑 学 (参看 第 十 八 章 ). 
对 于 空间 图 形 来 说 , 与 图 形 密切 联系 的 拓扑 性 质 , 具有 显著 的 
直观 性 。 举例 说 , 几乎 是 
显然 的 ， 在 平面 上 每 一 条 
从 圆周 经 过 连续 变形 而 得 
到 的 曲线 ， 总 把 平面 分 成 
在 这 个 任意 地 弯曲 的 周 界 
大 盐 的 内 部 和 外 部 两 部 分 ;所 
以 圆周 分 平面 成 西部 分 的 性 质 是 拓扑 性 质 ， 直 观 上 也 许 是 显然 
的 , 环 面 (图 19) 不 可 能 用 任何 连续 变换 变 成 球面 , 所 以 某 个 曲面 
许可 用 连续 变换 变 成 环 面 这 个 性 质 ， 就 是 使 它 与 很 多 其 他 曲面 有 
区 别 的 拓扑 性 质 . 
与 连续 性 有 关 的 论证 是 与 直观 有 别 的 ， 而 且 常 常 能 很 好 地 说 
明 事情 的 本 质 , 能 把 它们 变 成 严密 的 证 明 是 非常 吸引 人 的 ,尤其 是 
把 同类 的 例子 推广 到 其 他 相当 复杂 的 问题 上 . 
举例 说 ， 说 明代 数 基 本 定理 的 正确 性 的 论证 就 是 如 此 。 所 谓 
代数 基本 定理 是 说 , 每 一 个 方程 
Tl (7 
至 少 有 一 个 实数 根 或 者 复数 根 . 
设 z 是 一 个 复数 平面 的 点 ， 而 名 =f(z) 是 与 它们 对 应 的 另 一 
个 复数 平面 的 点 w, 并 且 f(z) 表示 方程 (7) 的 左边 。 当 z 的 绝对 
信 很 大 时 , 函数 .f(z) 与 "的 差别 相当 地 小 ; 而 酒 数 必 是 非常 简单 
的 ， 特 别 地 , 容易 验证 , 如 果 连 续 地 变动 的 点 在 复数 平面 上 画 出 以 
坐标 不 点 为 中 心 的 轿 , 则 点 wy=z? 正 好 在 中 平 面 上 绕 着 半径 jz1" 
的 同样 的 贺 画 "次 ?。 因 而 点 名 一 f(z) 画 出 个 圈 , 组 成 某 条 周 线 
了 ,相当 接近 于 由 点 wa 一 z 画 出 的 曲线 (图 20)， 
现在 如 果 由 点 z 所 画 的 圆周 连续 地 收缩 成 一 个 点 ， 则 由 点 





了 D 事实 上 ,如 果 2~p (cosp+iaing), 则 大 家 知道 [参看 第 四 章 (第 一 参 ) $ 3]， 
一 An{(cosgp 二 tsingz)i 所 以 当 数 2 的 巾 角 P 从 0 变 到 2 时 , 数 矿 的 旺角 从 0 交 到 
2rm， 芭 引 疝 点 色 的 半径 戎 着 点 的 变动 而 绕 了 nm 个 整 国 , 
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图 20 

Ww 一 f(z) 所 面 的 绕 了 ”了 阅 的 周 线 也 连续 地 变形 而 且 收缩 成 一 个 
点 ， 但 是 十 分 明显 地, 它 在 这 时 假 旭 不 越过 坐标 原点 0, 则 它 就 不 
能 收缩 成 一 个 点 , 因为 这 周 线 本 来 是 绕 着 点 O 的 .这 表示 它 至 少 有 
一 度 要 越过 点 0, 对 于 这 样 的 z 就 有 wf(z) =0， 这 个 z 就 是 方 
程 (7) 的 根 , 实质 上 已 经 可 以 看 出 , 在 所 说 意义 下 的 根 正 好 有 个， 
因为 周 线 工 的 mn 个 立 中 的 每 一 个 在 收缩 时 都 要 越过 点 0， 

我 们 的 论证 自然 要 求 精确 地 表示 我 们 在 这 里 利用 的 周 线 及 其 
变形 的 那些 拓扑 性 质 . 

可 以 举 出 在 各 种 不 同 的、 暂时 离 几 何 学 很 远 的 数学 分 支 里 利 
用 拓扑 性 质 的 很 多 例子 . 

在 研究 拓扑 性 质 时 ， 在 我 们 之 前 重 又 出 现 设想 一 般 地 只 具有 
这 种 性 质 的 对 象 的 抽象 集合 的 可 能 性 (参看 第 二 十 章 §7)。 这 种 
集合 叫做 抽象 的 拓扑 空间 , 

这 个 观点 比 起 拓扑 性 质 作为 图 形 的 几何 性 质 的 研究 来 已 经 是 
无 可 比 氢 地 广泛 了 .拓扑 空间 可 以 是 各 种 各 桩 的 ; 葡 如 说 , 环 面 的 全 
部 点 连同 它们 的 彼此 邻接 的 公共 的 规律 性 就 组 成 一 个 拓扑 空间 ， 
半 面 的 全 部 点 组 成 男 一 个 拓扑 空间 ， 空 间 的 全 部 点 组 成 第 三 个 拓 
扑 空间 ; 在 第 九 章 (第 二 卷 )$ 5 里 讲述 复 变数 函数 论 时 提 到 过 的 那 
些 多 叶 黎 曼 曲面 的 全 部 点 组 成 另 一 些 并 且 还 是 不 同 的 拓扑 空间 . 
但 是 最 值得 注意 的 是 ， 在 远 远 不 像 我们 关于 几何 的 点 的 观念 的 对 
象 之 间 , 常常 明白 地 确立 了 邻近 和 争 接 的 概念 ， 警 如 说 , 对 于 某 个 
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话 动机 被 的 渡 有 可 能 的 位 筠 , 可 以 出 白地 卉 骨 , 什么 是 “邻近 的 位 
置 ,什么 是 一 个 位 置 “ 邻 楼 于 无 穷 的 一 串 其 他 的 位 置 , 在 这 些 位 置 
中 让 任意 地 邻近 于 已 知 位 置 的 位 置 . 

我 们 看 到 , 拓扑 空间 的 概念 是 极为 普遍 的 , 因而 我 们 在 $8 里 
将 要 再 一 次 回 到 这 个 概念 . 

这 一 节 的 目的 与 其 说 是 给 读者 以 关于 各 种 几何 的 观念 ， 还 不 
如 说 是 企图 说 明 ， 很 多 非常 具体 的 问题 化 成 了 各 组 几何 性 质 的 分 
析 和 研究 ;它们 的 研究 又 引起 关于 具有 这 些 性 质 的 抽象 几何 对 象 
的 观念 的 建立 ， 即 这 些 性 质 的 分 析 以 它们 的 纯净 的 形状 使 我 们 具 
有 关于 对 应 的 抽象 空间 的 观念 . 

在 下 一 节 里 将 要 提 到 也 引 向 构成 各 种 抽象 空间 的 其 他 的 途 
径 ， 


87. 多维 空间 


1、 在 新 几何 思想 的 发 展 中 的 重要 的 一 步 是 在 上 一 章 中 已 经 
提 到 过 的 多 维 空间 的 几何 学 的 创立 ， 它 的 产生 的 原因 之 一 是 在 解 
决 代数 和 分 析 的 问题 时 利用 几何 想法 的 倾向 ， 解 决 解析 问题 的 几 
何 途 征 荐 以 坐标 方法 为 根据 的 。 我 们 来 举 一 个 简单 的 例子 . 

假如 到 求知 道 不 等 式 22 十 加 < X 有 多 少 个 整数 解 ， 把 了 和 4 
看 作 平面 上 的 直角 坐标 , 我 们 看 到 , 问题 化 成 这 样 。 在 半径 /万 的 
画 的 内 部 包含 着 多 少 个 具有 整数 坐标 的 点 ， 有 整数 坐标 的 点 正 是 
铺 满 平面 的 边 长 是 1 的 正方 形 的 顶点 (图 320) ,图 内 的 这 种 点 的 个 
数 近 似 地 等 于 处 在 贺 内 的 正方 形 数 ， 即 近似 地 等 于 半径 MEW 的 加 
的 面积 。 因此 ,我们 所 关心 的 不 等 式 的 解数 近似 地 等 于 wxNN， 这 
时 不 难 证 明 , 可 能 的 相对 误差 当 入 ->oo 时 和 趋向 于 零 ， 这 个 误差 的 
更 精确 的 研究 是 数论 的 极为 困难 的 问题 ， 它 在 不 久 以 前 还 是 深入 
研究 的 对 象 . 

为 了 直接 得 到 从 “ 纯 代 数 ” 的 观点 看 来 远 非 显然 的 结果 ， 在 所 
取 的 调子 里 把 问题 翻译 成 儿 何 的 语言 显得 是 足够 的 、 完 全 同样 池 
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可 以 解决 关于 三 个 未 知 数 的 不 等 式 的 同类 问题 ， 但 是 ,如 果 未 知 
数 多 于 三 个 ， 则 这 个 方法 就 不 能 应 用 了 ， 因 为 我 们 的 空间 是 汪 维 
的 ， 即 点 在 其 中 的 位 置 由 三 个 坐标 决定 。 为 了 在 同样 的 情形 里 保 
留 有 效 的 几何 同类 物 , 引出 了 抽象 的 n 维 空间 的 概念 , 这 种 空间 的 
点 由 个 坐标 zu za …， 和 决定 . 这 时 几何 学 的 基本 概念 是 以 这 
祥 的 方式 准 广 的 , 使 得 几何 的 想法 得 以 解决 个 变数 的 问题 ; 这 有 
力 地 保证 了 结论 的 获得 ， 这 种 排 广 的 可 能 性 基于 代数 规律 的 统一 
性 , 根据 这 种 统一 性 , 任意 个 变数 的 许多 问题 的 解 是 完全 一 样 的 ， 
这 就 许可 把 在 三 个 变数 时 起 作用 的 几何 想法 应 用 到 任意 个 变数 的 
情形 . 

2， 四 维 空间 概念 的 萌芽 在 拉 格 朗 日 的 工作 中 就 已 经 出 现 了 ， 
他 在 他 的 力学 方面 的 工作 中 形式 地 把 时 间 当 作 与 三 个 空间 坐标 并 
询 的 “第 四 个 "坐标 ， 但 是 多 维 几 何 承 理 的 第 一 个 系统 的 叙述 是 在 
1844 年 由 德国 数学 家 格拉 斯 曼 和 与 他 无 联系 的 英国 数学 家 凯利 
给 出 的 。 他 们 同时 通过 了 与 普通 解析 几何 作 形式 的 类 比 的 途径 而 
进行 的 ， 在 现代 的 叙述 中 这 种 类 比 的 大 体 情况 表现 如 下 。 

% 维 空间 的 点 由 nn 个 坐标 ,zs,…, zs 所 决定 。 nn 维 空 间 的 
图 形 定义 成 满足 这 个 或 那个 条 件 的 点 的 轨迹 或 集合 。 举例 说 ,，“% 
维 立方 体 ”就 定义 成 坐标 满足 不 等 式 ; oa<z<?(i=1, 2, ,2) 
的 点 的 轨迹 。 这 里 与 普通 立方 体 的 类 比 是 十 分 明 兄 的， 在 mn-3 
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即 三 维 空间 的 情形 , 我 们 的 不 等 式 确实 决定 一 个 立方 体 , 这 立方 体 
的 楼 平行 于 坐标 轴 丙 卫 枝 的 长 度 等 于 1-a( 网 22 上 面 闭 c 一 0, 
5 一 1 的 情形 ). 

两 点 之 间 的 距离 可 以 定义 成 坐标 之 状 的 平方 和 的 平方 根 :; 

dV FA) a ns. 

这 是 平面 上 或 者 三 维 空 间 中 《 即 当 % 一 2 或 8 时 ) 对 于 耻 离 的 熟知 
公式 的 直接 排 广 . 

现在 可 以 在 呈 维 空间 里 定义 图 形 的 相等 了 ， 两 个 图 形 被 认为 
是 相等 的 , 假如 在 它们 的 点 之 间 可 以 建立 这 样 的 对 应 , 使 得 每 对 点 
之 间 的 距离 都 等 于 它们 的 对 应 点 之 间 的 上 距离 ， 保 留 距 离 的 变换 可 
以 叫做 广义 的 移动 ?2， 于 是 按照 与 普通 欧 几 里 得 几何 的 类 比 可 以 
说 , m 维 几何 的 对 象 由 在 广义 的 移动 下 保留 的 图 形 的 性 质 组 成 ,好 
维 几 何 的 对 象 的 这 个 定义 是 在 上 一 世纪 70 年 代 确 立 的 , 同时 也 给 
出 了 研究 它 的 正确 基础 。 从 那 时 起 ，n 维 几何 就 成 为 与 哆 几 里 得 
几何 的 方向 (初等 几何 、 曲 线 的 一 般 理论 等 等 ) 类 似 的 所 有 方向 的 
大 量 研究 的 对 象 . 

点 之 间 的 距离 的 概念 使 我 们 还 能 把 别 的 一 些 几 何 概念 搬 到 
维 空间 中 , 例如 线段 、 球 长度、 角 、 体 积 等 等 ， 举 例 说 , n 维 球体 可 
以 定义 成 离开 已 知 点 不 远 于 已 知 数 忌 的 点 的 集合 。 因而 球体 可 
以 解析 地 用 下 列 不 等 式 给 定 ， 

(m1— 0 ++ (mn— 0) < BR, 
这 里 1,，，…， as 是 球 心 的 举 慰 。 球面 则 由 下 列 方程 给 定 ; 
01a) + (mn 0) = BB. 

线段 4B 可 以 定义 成 这 样 的 点 互 的 集合 , 使 得 从 点 下 到 4 和 忆 
的 距离 的 和 等 于 从 4 到 刀 的 距离 《线段 的 长 度 就 是 它 的 端点 之 
间 的 虐 离 ,) 

3. 我们 稍稍 详细 地 来 讨论 一 下 各 种 维 数 的 平面 . 

在 三 维 空间 中 这 是 指 一 维 " 平面" 一 一 直线 和 普通 的 (二 维 ) 平 

人 推广 交 不 仅 在 于 过 湾 到 = 个 变数 ,而且 在 于 把 对 平面 的 反射 也 包括 在 移动 之 
中 ,四 为 对 平面 的 反射 也 不 改变 点 之 加 的 距离 。 
86。 


而。 在 n>3 时 的 nn 纵 空间 中 还 要 在 讨论 中 引入 维 数 从 8 到 nn-1l 
的 多 维 平面 . 
大 家 知道 , 在 三 维 空 间 中 , 平 而 由 一 个 线性 方程 给 定 , 直线 由 
两 个 线性 方程 给 定 . 
直接 推广 的 途径 引 向 以 下 的 定义 ，7 维 空间 里 的 4 维 平 而 是 
指 坐 标 满足 Rw 一 个 线性 方程 的 点 的 轨 迹 : 
ol21 MTa+ + dann bi = 0, 


CeiZIi 十 Goa2a 十 … 十 十 如 一 0， 
1 二 aga omy + by (8) 





Gn ,101 nT + gy, bn 0, 

并 月 诸 方程 是 相符 的 和 独立 的 ( 即 其 中 任何 一 个 都 不 是 其 他 方程 
的 推论 )。 这 些 方程 中 的 每 一 个 都 表示 一 个 一 1 维 平面 , 而 它们 
全 体 则 共同 决定 % 一 上 个 这 种 平面 的 公共 点 . 

方程 (8) 相 容 的 意思 是 说 , 一 般 地 有 满足 这 些 方程 的 点 , 即 已 
知 的 2 一 k 个 n 一 1 维 平面 相交 ， 没 有 一 个 方程 是 其 他 方程 的 推论 
的 意思 是 说 , 这 些 方程 中 的 任何 一 个 都 不 能 排除 。 否则 方程 组 就 
要 化 成 更 少 个 数 的 方程 ， 因 而 决定 的 就 是 更 高 维 数 的 平面 了 ， 因 
此 , 从 几何 上 来 说 , 事情 成 为 这 样 : 大 维 平面 定义 成 由 独立 的 方程 
表示 的 mw 一个 % 一 1 维 平面 的 交 ， 特别 地 ， 如 果 4 一 1 则 我 们 有 
4 一 工 个 方程 , 它们 决定 一 个 “一 维 平面 "， 即 直线 ， 因 此 , 维 平面 
的 所 给 的 定义 是 解析 儿 何 的 已 知 结果 的 自然 的 和 形式 的 推广 这 
个 推广 的 好 处 在 下 列 事实 中 已 经 可 以 发 觉 ， 关 于 线性 方程 组 的 结 
论 得 到 了 使 得 这 些 结论 更 清楚 的 几何 解释 ， 读 者 可 以 在 第 十 六 
里 知道 线性 代数 的 问题 的 这 种 几何 看 法 

维 平面 的 一 个 重要 性 质 是 它 本 身 可 以 看 作 维 空间 。 譬如 
说 , 三 维 平面 就 是 普通 的 三 维 空间 ， 这 就 可 以 像 普通 从 "到 n+1 
的 论证 那样 ， 把 在 较 低 维 数 的 空间 中 得 到 的 许多 结论 所 到 较 高 维 
数 的 空间 中 去 . 

和 如果 方程 (8) 是 相 容 的 和 独立 的 , 则 在 代数 学 中 证 明 过 , 从 
个 变数 中 可 以 取出 上 个, 使 得 其 余 % 一 个 变数 可 以 用 它们 来 
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表示 23， 譬如 说 ， 
mei nm Cmat "+ entet ds, 


e+3 一 Ca 十 Cas73 十 … 二 Cos ds, 





和 一 Cn-k.a01 十 Cn-i aa 十 … 十 Ca-wMZr 十 Gu 

这 里 mi，za, …, zx 可 以 采取 任意 的 值 ,而 其 余 的 x 则 由 它们 来 决 
定 。 这 说 瞩 太 维 平 面 上 的 点 的 位 置 已 经 由 可 以 采取 任意 值 的 个 
坐标 决定 ， 那 就 是 说 , 在 这 意义 下 % 维 平面 有 维 数 厌 

从 各 种 维 数 的 平面 的 定义 可 以 纯 代 数 地 导出 下 列 基本 定理 ， 

1) 通过 不 在 一 个 上 一 工 维 平 面 上 的 每 4 十 1 个 点 , 有 而 且 只 有 
一 个 大 维 平 面 。 

这 里 显然 与 初等 几何 的 熟知 定理 完全 类 似 ， 这 个 定理 的 证 明 
要 运用 线性 方程 组 的 理论 , 而且 比较 复杂 , 因此 我 们 不 氢 述 它 了 . 

2) 如 果 在 n 维 空 间 里 的 上 维和 维 平面 至 少 有 一 个 公共 点 ， 
而 且 这 时 1+k>n， 则 它们 相交 于 维 数 不 低 于 ?+ 一 n 的 平面 . 

作为 特别 情形 , 由 此 得 出 , 三 维 空间 中 的 两 个 平面 假如 不 重合 
也 不 平行 ,就 相交 于 一 条 直线 (n=3, 1 一 2, k=2, 4+ 一 n=1). 但 
是 在 四 维 空间 中 , 两 个 二 维 平 面 可 以 只 有 一 个 公共 点 . 举例 说 , 由 
方程 组 

了 | ze=0 
za—0 x4—0 

给 定 的 两 个 二 维 平 面 就 相交 于 有 坐标 z1 一 0, 2 一 0, zs=0, zs=0 
的 唯一 的 点 . 

记 说 定理 的 证 明 韭 常 简单 : ?1 维 平面 由 m 一 ! 个 方程 给 定 ! 丰 
维 平 画 由 z 一 上 个 方程 给 定 ; 交点 的 坐标 应 该 同时 满足 所 有 (2 一 六 
十 名 一 太一 2 一 他 上 有 一 好 个 方程 、 如 果 没 有 一 个 方程 是 其 余 方程 
的 推论 ， 则 按照 平面 的 定义 ， 在 相交 处 的 是 一 个 1 一 n 维 平面 ; 


了 在 为 中 的 这 个 变数 ,一 般 说 来 不 能 随便 选取 举例 说 , 在 方程 组 如 十 mm 一 2 


一 0 和 1 一 mm." 一 0 中 ,m1 的 值 是 唯一 确定 的 : 2 一 0, 因而 加 和 吉 显 热 就 不 能 选 到 . 
但 是 可 以 断定 ,从 三 中 总 可 以 选 歌 必 到 的 不 个 。 
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在 相反 的 情形 下 得 到 的 是 更 大 淮 数 的 平面 

对 于 上 面 的 两 个 定理 还 可 以 补充 两 个 定理 . 

3) 在 每 个 万 维 平面 上 至 少 有 上 十 1 个 不 在 较 低 维 数 的 平面 上 
的 点 在” 维 空间 中 至 少 有 #+ 工 个 不 在 任何 一 个 平面 上 的 点 . 

49 如 果 直 线 与 (任何 维 数 的 ) 平 面 有 两 个 公共 点 , 则 它 整 个 处 
在 这 个 平面 上 ， 一 般 地 ， 如 果 ! 维 平面 与 维 平面 有 ?+1 个 公共 
点 不 在 1 一 1 维 平 面 上 , 则 它 就 整个 处 在 这 个 大 维 平 面 上 . 

我 们 注意 到 ，n 维 几何 可 以 从 公理 出 发 耐 建立， 这 些 公理 是 
5 里 表述 的 公理 的 推广 ， 在 这 种 观点 下 , 上 面 折 说 的 四 个 定理 就 
采用 作为 结合 公理 .这 正好 表明 公理 的 概念 是 相对 的 ; 同一 个 断 
言 在 一 种 理论 结构 下 是 定理 , 在 另 一 种 结构 下 可 以 是 公理 . 

4. 我 们 得 到 了 关于 多 维 空间 的 数学 概念 的 一 般 观 念 。 为 了 
说 明 这 个 概念 的 现实 的 物理 已 义 , 我 们 重新 加 到 图 象 表示 的 问题 
例如 我 们 希望 表示 气体 压力 对 容积 的 相关 性 ， 我 们 在 平面 上 取 沧 
标 轴 , 而 且 在 一 条 轴 上 表 出 容积 wy 而 在 另 一 条 轴 上 表 出 压力 史 . 在 
这 种 约定 下 , 压力 对 容积 的 相关 性 就 由 某 条 曲线 骨 出 (根据 熟知 的 
波 义 耳 - 马 利 奥 特定 理 , 在 一 定 温度 下 对 于 理想 气体 这 曲线 是 双 巾 
线 )、 但 是 如 果 我 们 有 更 复杂 的 物理 体系 , 它 的 情况 已 经 不 是 由 两 
个 条 件 (例如 在 气体 情形 的 容积 和 压力 ) 给 定 ， 而 是 由 譬如 五 个 条 
件 给 定 , 则 它 的 状况 的 图 象 宕 示 对 应 地 就 引 向 五 维 空间 的 观念 了 ， 

例如 设 谈 的 是 三 种 金属 的 合金 或 者 三 种 气体 的 混合 ， 混合物 
的 情形 由 四 个 条 件 决 定 : 温度 了 ,压力 p 和 两 种 气体 的 百 分 含 量 
eu oa (第 三 个 气体 的 百 分 会 量 将 由 于 全 部 百 分 含 量 等 于 100 为 而 
决定 ,因而 ce=100 一 :一 o)。 因 此 这 种 混合 物 的 状况 由 四 个 条 件 
决定 。 它 的 图 象 表示 不 是 需要 联合 几 个 图 表 , 就 是 必须 把 这 个 状 
襄 设 想 成 具有 四 个 俘 标 了 , 2p, 01, o 的 四 维 空间 的 点 .这 种 想法 确 
实在 化 学 里 利用 了 ; 美国 学 者 吉 斯 和 苏联 物理 化 学 家 库 尔 纳 可 
失 院 士 的 学 派 就 研究 了 在 化 学 河 题 里 运用 多 维 几 何 的 方法 ， 在 这 
里 引入 多 维 空间 表明 了 保留 方便 的 几何 类 比 的 倾向 和 从 简单 的 图 
象 表示 方法 出 发 的 想法 . 
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我 们 再 从 几何 领域 里 引 一 个 例子 。 球 体 由 四 个 条 件 给 定 ， 球 
心 的 三 个 坐标 和 半径 ,所 以 球体 可 以 看 作 四 维 空间 里 的 点 ， 因而 
将 近 四 十 年 前 由 某 些 数学 家 所 建立 的 球体 的 特殊 几何 可 以 看 作 是 
某 种 四 准 几 何 . 

以 上 都 说 明了 引入 多 维 空间 概念 的 一 般 的 现实 基础 .如果 某 
个 图 形 或 某 个 体系 的 状况 等 由 m 个 条 件 给 定 , 则 这 个 图 形 、 这 种 状 
况 等 就 可 以 理解 成 某 个 ” 维 空 间 的 点 。 这 种 想法 的 好 处 就 象 普通 
的 图 象 的 好 处 一 样 ， 它 们 提供 了 在 研究 所 讨论 的 现象 时 应 用 熟知 
的 几何 类 比 和 方法 的 可 能 性 . 

因此 在 多 维 空 间 的 数学 概念 里 没有 任何 神秘 之 处 。 它 只 不 过 
是 数学 家 们 所 拟定 的 某 个 抽象 概念 ， 以 便 用 几何 的 诺言 来 叙述 那 
些 不 能 作 普通 意义 下 的 简单 几何 表示 的 事物 。 这 个 抽象 概念 有 十 
分 现实 的 基础 , 它 反映 了 现实 而 且 是 为 科学 的 需要 而 产生 的 ,因而 
并 非 无 获 的 概念 游戏 . 它 反映 出 的 事实 是 : 存在 着 由 若 于 个 条 件 决 
定 的 事物 (例如 球体 或 三 种 气体 的 混合 物 )， 因 而 所 有 这 种 事物 的 
集合 是 多 维 的 , 在 已 知情 形 里 的 维 数 正 是 这 些 条 件数 , 就 象 点 在 空 
间 中 移动 时 它 的 三 个 坐标 都 改变 一 样 , 球体 在 移动 .扩大 和 缩小 时 
改变 它 的 四 个 “坐标 即 改变 决定 它 的 四 个 量 . 

在 以 下 儿 暇 里 我 们 还 要 谈 到 多 维 几 何 。 而 本 有 段 的 要 点 在 于 说 
明 它 是 叙述 现实 事物 和 现象 的 数学 方法 ， 关 于 我 们 的 现实 空间 处 
在 那 种 四 维 空间 之 中 的 观念 一 一 被 某 些 小 说 家 和 心灵 论 者 所 利用 
的 观念 , 是 与 四 维 空间 的 数学 概念 毫 无 关系 的 . 如 果 在 这 里 可 以 
说 到 与 科学 的 关系 , 那 也 只 不 过 是 科学 概念 的 就 唐 的 曲解 异 了 。 

5. 上 邓 已 经 说 过 , 多 维 空间 的 几何 学 最 初 是 通过 把 普通 的 解 
析 儿 何 形 式 地 推广 到 任意 个 变数 而 建立 的 . 但 是 事情 的 这 种 处 理 ， 
数学 家 们 是 不 能 完全 满意 的 . 要 知道 目的 不 仅 在 于 推广 几何 概念 ， 
而 且 在 于 推广 几何 的 研究 方法 。 因 而 不 依赖 于 解析 工具 而 给 出 
维 几何 的 纯 几 何 的 叙述 就 有 了 其 重要 性 ， 这 最 先是 由 瑞士 数学 家 
史 雷 夫 里 在 1852 年 籁 到 的 ,他 在 他 的 工作 中 讨论 了 多 维 空间 的 正 
多 面体 的 问题 ， 当 然 , 史 和 雷 夫 里 的 工作 没 能 得 到 同时 代 人 的 评价 ， 
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外 23 
因为 要 理解 它 在 某 种 程度 上 必须 提高 到 几何 学 的 抽象 见解 的 高 度 
上 上. 唯 有 数学 的 进一步 发 展 才 把 这 个 问题 完全 漠 清 楚 了 , 而 且 详 
尽 地 说 明了 解析 的 和 几何 的 处 理 的 相互 关系 .由 于 没有 可 能 深入 
这 个 问题 ， 我们 现在 只 举 出 一 维 几 何 的 几何 叙述 的 几 个 例子 ， 我 
们 来 讨论 m 维 立方 体 的 几何 定义 在 平面 上 让 线段 向 着 垂直 于 它 
的 方向 移动 一 段 等 于 它 的 长 度 的 距离 , 我 们 就 画 出 了 正方 形 , 即 二 
维 立 方 体 (图 23 a) .完全 同样 地 ， 让 正方 形 疝 着 垂直 于 其 平面 的 
方向 移动 一 段 等 于 其 边 长 的 距离 , 我 们 就 画 出 一 个 三 维 立 方 体 ( 图 
23 b)、 为 了 得 到 四 维 立方 体 ， 可 以 应 用 同样 的 作 图 : 在 四 维 空间 
里 取 一 个 三 维 平面 和 在 其 中 的 一 个 三 维 立 方 体 ， 我 们 让 这 个 立方 
体 向 着 垂直 于 这 个 三 维 平 面 的 方向 移动 一 段 等 于 校长 的 距离 ( 按 
照 定义 , 直线 垂直 于 大 维 平面 , 假如 它 垂直 于 处 在 这 个 平面 上 的 每 
一 条 直线 )， 这 个 作 图 假定 如 图 23。 所 通 . 图 上 画 着 两 个 三 维 立 
方 体 Q 和 由 一 一 在 最 初 位 置 和 最 终 位 置 的 已 知 立 方 体 ， 连 结 这 
两 个 立方 体 的 对 应 顶点 的 线 画 成 这 样 的 线段 ， 立 方 体 的 顶点 就 是 
沿 着 它们 而 移动 的 ， 我 们 看 到 , 四 维 立 方 体 一 共有 16 个 顶点 ， 立 
方 体 @ 的 八 个 顶点 和 立方 体 Q' 的 八 个 顶点 。 其 次 , 它 有 33 条 楼 : 
变动 的 三 维 立 方 体 在 最 初 位 置 & 的 12 条 楼 和 它 在 最 终 位 置 @ 的 
12 条 棱 , 还 有 8 条 “侧面 的 ”楼 . 它 有 8 个 三 维 面 , 这 些 面 本 身 是 立 
方 体 . 在 三 维 立 方 体 移动 时 它 的 每 个 面 都 画 出 一 个 三维 立方 体 ， 
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因而 得 到 6 个 立方 体 一 四 维 立方 休 的 侧面 ,此 外 它 还 有 两 个 面 : 
对 应 于 变动 的 立方 体 的 最 初 位 置 和 最 次 位 置 的 “前 部 的 ” 面 和 “后 
部 的 ”而 ， 最 后 , 四 维 立方 体 还 有 总 数 24 个 二 维 正方 形 面 ; 立方 体 
@ 和 人 & 各 有 6 个 ,还 有 12 个 是 由 立方 体 @ 的 楼 在 移动 时 画 出 的 。 

总 之 ， 四 维 立 方 体 有 8 个 三 维 面 , 24 个 二 维 面 , 32 个 一 维 面 
(39 条 校 ), 最 后 还 有 16 个 顶点 ; 每 个 面 都 是 对 应 维 数 的 "立方体 
三 维 立方 体 , 正方 形 , 线段 顶点 ( 它 可 以 看 做 零 维 立 方 体 ). 

同样 地 ， 让 四 维 立 方 体 “向 第 五 维 ” 移 动 ， 我 们 得 到 五 维 立方 
体 ,而且 内 要 重复 这 个 作 图 , 就 可 以 作出 任何 维 数 的 立方 体 .% 维 
立方 体 的 所 有 的 面 本 身 是 较 你 维 数 的 立方 体 ; + 一 1 维 的 、n 一 2 维 
的 等 等 , 最 后 是 一 维 的 , 即 是 楼 ， 维 立 方 体 在 每 一 维 数 有 多 少 个 
面 这 个 问题 是 一 个 有 趣 的 和 不 难 的 问题 。 容易 肯定 , 它 有 2n 个 
一 1 维 面 和 2 个 顶点 ， 试 同 它 有 多 少 条 模 ? 

我 们 再 米 讨论 ” 维 空间 的 一 个 多 面体 .在 平面 上 的 最 简单 的 
多 边 形 是 三 角形 一 一 它 有 最 小 可 能 的 顶点 数 ， 为 了 得 到 有 最 小 项 
点 数 的 多 而 体 ， 只 要 取 不 在 三 角形 平面 上 的 一 个 点 ， 而 且 用 线段 
连结 它 与 这 个 三 角形 的 每 个 点 ， 查 出 的 线段 填 满 一 个 三 校 锥 (图 
24)。 为 了 得 到 四 维 空间 里 的 最 简单 的 多 面体 , 我 们 这 样 地 进行 讨 
论 ， 取 某 个 三 维 平面 和 在 其 中 的 一 个 四 面体 T， 然 后 取 不 在 已 知 
三 维 平面 中 的 一 个 点 ， 我 们 用 线段 连结 它 与 四 面体 下 的 每 个 点 . 
在 图 24 的 最 右边 假定 灌 普 这 个 作 图 ， 连结 点 0 与 四 面体 7 的 点 
的 每 一 个 线段 ， 与 四 面体 者 没有 出 的 公共 点 ， 因 为 否则 它 就 将 完 
全 处 在 包含 的 三 维 空间 中 了 . 所 有 这 种 线段 是 “ 引 疝 第 四 维 的 ”， 
它们 访 湾 了 一 个 四 维 多 面体 一 所 调 四 维 单纯 形 、 它 的 三 维 面 基 
四 面体 ， 一 个 在 底部 , 还 有 4 个 是 在 底 的 三 个 二 维 面 上 的 出面, 一 
共 是 个 面 。 它 的 二 维 面 是 三 角形 , 一 共有 10 个 : 四 个 在 底部 , 还 
有 六 个 出面、 最 后 , 它 有 10 条 接 和 5 个 顶点 . 

重复 这 种 作 图 ， 我 们 可 以 对 于 任何 维 妾 得 到 最 简单 的 n 维 
多 面体 一 一 所 谓 n 维 单纯 形 ， 从 作 图 看 出 它 有 n+ 个 顶点 。 可 
以 肯定 , 它 的 记 有 的 面 都 是 较 低 维 数 的 单纯 形 ，n 一 1 维 的 , n 一 2 
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维 的 , 等 等 " 

校 柱 和 棱锥 的 概念 也 容易 推广 ， 如 果 我 们 让 多 边 形 从 平 末 向 
第 三 维 作 平行 移动 , 则 它 就 夯 出 一 个 校 柱 ， 同 样 地 , 让 三 维 多 面 体 
疝 第 四 维 移动 ， 我 们 就 得 到 四 维 棱柱 (假定 这 是 如 图 25 所 画 的 ). 
四 维 立 方 体 显 然 是 四 维 棱柱 的 特殊 情形 . 





校 忽 用 下 列 方法 作出 . 取 多 边 形 @ 和 不 在 多 边 形 平面 上 的 点 
O. 用 线段 连结 多 边 形 @ 的 每 个 点 和 点 0, 这 些 线段 填 满 一 个 具有 
底部 @ 的 棱锥 (图 26). 同样 地 , 如 果 在 四 维 空间 中 给 了 三 维 多 面 
体 @ 利 不 与 它 在 同一 个 三 维 平面 上 的 点 0, 则 连结 多 面体 仿 的 点 


1) 单纯 形 的 任何 各 个 顶点 决定 “ 张 在 它们 之 上 ”的 m 一 1 绾 单纯 形 : 已 知 ” 维 单纯 
形 的 和 ~ 工 维 面 。 所 以 = 维 半 纯 形 的 如 一 1 锥 面 的 个 数 就 等 于 从 它 的 所 有 "n+l 个 项 
点 中 取 亚 个 的 组 合 数 , 即 等 于 

Oru=— atD 
ET 


“143 。 





与 点 0 的 线段 填 满 一 个 具有 庶 部 @ 的 四 维 棱锥 ， 由 维 单纯 形 不 
是 别 的 , 正 是 以 四 面体 为 底 的 校 锥 、 

完全 间 样 地 , 从 n 一 1 维 多 面 体 @ 出 发 可 以 定义 nn 维 楼 往 和 坟 
维 棱 锥 . 

一 般 地 说 ，n 维 多 面 体 是 普 维 空间 的 一 部 分 它 以 有 限 个 
m 一 1 维 平 面 的 小 块 为 界 ;起 维 多 而 体 是 大 维 平 面 的 一 部 分 , 它 以 有 
限 个 4 一 1 维 平 面 的 小 块 为 界 ， 多 面体 的 面 本 身 是 较 低 维 数 的 多 
面体 ， 

nn 维 多 面 体 的 理论 是 普通 的 三 维 多 面 体 的 理论 的 富有 具体 内 
容 的 推广 。 在 一 系列 的 情形 里 , 关于 三 维 多 面 体 的 定理 可 以 没有 
特别 困难 地 推广 到 任何 维 数 的 情形 ， 但 是 也 有 一 些 问题 ， 它 对 于 
n 维 多 面体 是 非常 难以 解决 的 。 其 中 可 以 提出 沃 洛 诺 依 (1863 一 
1908) 的 深入 研究 ， 那 是 在 与 数论 问题 的 联系 中 产生 的 ; 苏联 几何 
学 家 们 继续 了 这 些 研究 ， 这 些 问题 中 的 一 个 一 一 所 说 " 沃 洛 诺 焦 
向 题 ” 一 一 直 还 没有 完全 解决 ?. 

在 不 同 维 数 的 空间 之 间 有 着 本 质 的 差别 ， 这 可 以 举 正 多 面 休 
为 例 ， 在 平面 上 , 正 多 边 形 可 以 有 任意 的 边 数 ， 换 句 话说 ,存在 着 
无 穷 多 种 不 同形 状 的 正 " 二 维 多 面 体 ". 三 维 正 多 面体 一 共有 五 种 
形状 ; 四 面体 ,立方体 , 八 面体 ,十 二 面体 和 二 十 面体 ， 在 四 维 空间 
里 有 六 种 正 多 面体 ， 但 是 在 任何 更 大 维 数 的 空间 里 它们 一 共 只 有 
三 种 了 。 这 三 种 是 ，1) 四 面体 的 同类 物 一 一 正 n 维 单线 形 , 即 各 
核 都 相等 的 单纯 形 ，2) n 维 立方 体 ，8) 八 面体 的 同类 物 , 它 可 
以 用 下 列 方 法 作出 : 取 立 方 体 各 面 的 中 心 作为 这 个 多 面体 的 顶点 ， 
而 它 就 张 在 这 些 顶 点 上 ， 在 三 维 空间 的 情形 , 在 图 27 上 画 着 这 个 
作 图 我们 看 到 , 对 于 正 多 面体 说 , 二 维 、 三 维和 四 维 空 间 占 有 独 
特地 位 . 











1) 指 的 是 导 东 这 冬 的 证 多 面体 , 把 它们 平行 地 沿 获 整 个 列 放 时 而 可 以 销 满 整 个 
空间 。 在 三 星空 间 的 情形 ， 这 个 问题 由 于 续 允 学 的 敌 要 认 由 帆 得 咨 庆 提出 和 解 大 了 ; 
沃 咨 诺 依 和 它 的 后 继 者 站 把 同一 个 问题 推广 到 人 # 绘 空间 的 情形 ， 得 是 只 是 对 于 二 给 、 
三 维和 四 维 空间 ,这 个 问题 才 得 到 最 终 的 解决 。 
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图 97 

8. 我 们 再 来 讨论 ” 维 空间 里 的 体积 的 问题 . ? 维 立 体 的 体 
积 可 以 像 在 普通 几何 里 那样 地 决定 。 休 积 就 是 用 来 比较 图 形 的 数 
值 特征 ， 并 且 在 体积 上 要 求 两 点 : 1) 相等 的 立体 有 相等 的 体积 ， 
即 体积 在 图 形 作为 刚体 而 移动 时 不 改变 ，2) 当 一 个 立体 从 两 个 
立体 相 加 而 成 时 , 它 的 体积 等 于 它们 的 体积 之 和 .。 采用 作为 体积 
单位 的 是 楼 长 等 于 1 的 立方 体 ， 这 以 后 就 可 以 确定 校长 为 Se 
方 体 的 体积 等 于 ar。 像 在 平面 
上 和 在 三 维 空间 中 那样 ， 可 以 
做 到 用 一 层 一 层 的 立方 体 来 铺 
满 一 个 立方 体 ( 图 28), 因为 现 
在 是 向 着 mn 个 方向 放置 立方 
体 ,所 以 总 数 是 a" 

为 了 决定 任何 ” 维 立 体 的 ed 
体积 ,人们 把 它 近似 地 换 成 由 非常 小 的 一 维 立方 体 堆 成 的 立体 ,就 
像 在 图 29 上 把 平面 图 形 换 成 由 正方 形 组 成 的 图 形 一 样 .立体 的 
体积 就 定义 为 这 种 阶梯 状 立体 当 组 成 它们 的 立方 体 无 限制 地 变 小 
时 的 极限 . 

完全 同样 地 可 以 定义 处 在 某 个 不 维 平面 上 的 因 维 图 形 的 类 维 
体积 。 从 体积 的 定义 容易 得 出 它 的 一 个 重要 性 质 ， 当 立体 胡 似 地 
变 大 时 , 如 果 它 的 所 有 线性 尺度 都 扩大 到 入 倍 , 则 % 维 体积 扩大 到 
个 倍 . 

如 果 立 体 剖 分 成 平行 的 各 层 , 则 它 的 体积 就 是 各 层 体积 的 各 

V=2V. 
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每 一 民 的 休 积 可 以 近似 地 表示 成 它 的 高 4h 乘 上 对 应 截 而 的 m 开 
维 体积 (面积 ")S。 结果 整个 立体 的 体积 藉 可 以 近似 地 表示 成 一 
个 和 式 

V3 SA4h. 
在 所 有 4ir>0 时 过 渡 到 极限 , 我 们 得 到 用 积分 肖 示 的 体积 

y=) Sa, (9) 
这 里 妃 是 立体 在 垂直 于 所 作 戴 面 的 方向 上 的 伟 展 发 . 

这 完全 类 似 于 在 三 维 空间 中 计算 体积 。 举例 说 , 校 柱 的 所 有 
鹤 面 都 相等 ， 因 此 茂 面 的 “面积 ”8 与 无 关 ， 所 以 对 于 楼 往 有 
下 = 如， 即 棱柱 前 体积 等 于 底 “ 面 各 "和 高 的 乘积 ， 我 们 再 来 决定 
m 维 棱 包 的 体积 ， 设 给 了 具有 高 度 吾 和 底面 积 3 的 棱锥 ， 我 们 
用 平行 于 底面 而 且 与 顶点 相距 天 的 平面 与 它 相 截 ， 截 下 的 是 高 天 
的 一 个 棱锥 我们 把 它 的 底面 积 记 做 si)。 这 个 较 小 的 棱 能 显然 
与 原 洲 的 相似 ， 它 的 所 有 尺 诬 缩小 的 稚 度 与 小 于 五 的 程度 相 
同 ， 即 缩小 到 入 因而 它 的 底面 的 4 一 1 维 体积 ( 即 “面积 ”) 就 等 
EE Lor 

-人 的 六 
因为 一 个 n 一 1 维 图 形 在 线性 尺度 改变 倍 时 ， 它 的 体积 要 乘 上 
We 

根据 公式 (9) ,整个 楼 锥 的 体积 等 于 
可 

vse, 

于 是 
rs she 


Ne 
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即 ? 维 棱锥 的 体积 等 于 底 "面积 "mn 一 工 维 体积 ) 冬 高 的 薪 积 的 十. 


当 半 等 于 2 或 8 时 , 我们 就 得 到 作为 特 则 情形 的 熟知 站 果 : 三 角形 
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的 面积 (二 维 体积 ) 等 于 底 乘 高 的 乘积 的 一 半 ， 三 维 校 锥 的 体积 等 
于 底面 积 乘 高 的 如 积 的 三 分 之 一 . 

球体 可 以 近似 地 看 做 由 具有 公共 顶点 在 球 心 处 的 很 细 的 校 锥 
组 成 .这 些 核 锥 的 高 都 等 于 六 径 忆 , 而 它们 的 底面 积 o 加 起 来 则 近 


似 地 等 于 整个 球面 8。 因为 每 个 楼 化 的 体积 等 二 工 Row 所 以 在 
把 这 些 体积 加 起 来 后 ,我们 得 到 球体 的 体积 
和 = 工 如 Yoi= 工 RS. 
FE 


在 极限 情形 这 给 出 精确 的 公式 , 一 二 RS， 即 球体 的 体积 等 于 半 
径 各 球面 的 采 积 的 荆 ， 当 ， 等 于 2 或 8 时 ， 这 公式 是 大 家 典 铅 
的 3 
让 我 们 指出 球 的 一 个 重要 性 质 , 一 般 说 来, 这 在 维 宅 间 的 情 
形 可 以 像 在 三 维 空间 的 情形 完全 一 样 地 证 明 ， 在 体积 一 定 的 所 有 
立体 中 间 , 球体 (也 唯 有 球体 ) 有 最 小 的 表面 体 - 

7. 我 们 在 上 面 只 谈 到 维 空间 的 初等 几何 , 但 是 在 其 中 也 可 
以 展开 “高 等 ” 儿 何 ,例如 曲线 和 曲面 的 一 般 理论 ， 在 n 维 空间 里 
的 曲面 可 以 有 各 种 的 维 数 ， 一 维 “曲面 * 即 曲线 , 二 维 曲 ,三维 曲 
画 ,… 报 后 是 % 一 工 维 内 而 曲线 可 以 定义 为 这 种 点 的 委 迹 , 点 的 
坐标 连续 地 依赖 于 某 个 变 至 一 一 佐 数 

mrt), ma alt), 一 人 

曲线 正 是 点 在 维 空间 中 随 + 的 改变 而 移动 的 点 的 轨 线 ， 如 果 我 
们 的 空间 是 为 了 表示 某 个 物理 体系 的 情况 的 ， 就 像 在 第 4 段 里 所 
说 的 那样 , 则 曲线 将 表 出 情况 的 连续 顺序 ,或 者 是 与 参数 帮 例 如 时 
间 ) 有 关 的 情况 改变 过 程 ， 这 就 推广 了 利用 曲线 表达 情况 改变 过 
程 的 普通 的 图 象 才 示 . 

% 维 空间 里 的 则 线 在 每 个 点 处 不 仅 有 切 绥 (“ 一 维 窗 切 平面")， 


1 玉 体 的 体积 的 计算 也 可 以 应 用 公式 (9) 六 实行 ; m 维 球体 的 截面 是 n~1 维 球 
体 ,因而 nn 维 球体 的 体积 可 以 通过 从 和 一 1 到 ”的 过 各 来 计算 . 
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而 县 还 有 从 2 到 ”一 1 的 所 有 各 维 密 切 平面。 这 些 平面 中 每 一 个 
的 族 转 速度 对 曲线 长 度 鸡 增长 速度 的 比值 给 出 对 应 的 曲率 ,因此 ， 
由 线 有 从 一 维 到 nn 一 1 维 的 一 1 个 密切 平面 和 对 应 的 mn 一 1 个 曲 
率 .。 在" 维 空间 里 的 微分 几何 显得 比 三 维 空间 大 为 复杂 , 所 以 我 
们 没有 可 能 在 这 里 谈 暴 而 的 理论 . 

到 此 为 正 ， 谈 的 部 是 直接 推广 普通 的 欧 几 里 得 几何 的 m 维 几 
何 ， 但 是 我 们 已 经 知道 , 除 娩 所 里 得 几何 外 , 还 存在 罗 巴 切 夫 斯 基 
几何 ， 射 影 几何 和 其 地 的 几何 ， 这 些 风 何 也 很 容易 推广 到 任意 的 
维 数 ， 


§ 8。 几何 对 和 象 的 推广 


1 在 上 一 节 里 说 到 关于 ”= 维 空间 的 现实 意义 时 , 我 们 已 经 密 
切 地 接近 了 关于 推广 儿 何 对 象 的 问题 ， 接 近 了 关于 数学 中 一 般 的 
空间 概念 的 同 题 ， 但 是 在 给 出 相应 的 普遍 定义 之 前 , 让 我 们 再 来 
讨论 一 些 例子 . 

经 验 表明 , 正常 人 的 视觉 旦 三 色 的 (这 是 罗 蒙 诺 索 夫 最 先 指 出 
的 )， 即 每 一 种 颜色 感觉 一 一 颜色 如 -一 是 三 种 基本 的 感 党 的 合 
成 : 红色 五 , 青色 3 和 蓝 色 C0, 它们 分 别 县 有 一 定 的 强度 3， 把 以 
某 种 单位 计算 的 这 些 强度 记 做 zx, y, z:， 就 可 以 写成 =zK+y3 
十 吧 、 就 像 点 在 空间 中 可 以 从 上 到 下 、 从 右 到 左 、 从 前 到 后 地 移动 
那样 ， 颜 色 的 感觉 一 一 颜色 上 [一 -也 可 以 连续 地 随 着 组 成 它 的 红 
色 、 青 色 和 癣 色 部 分 的 改善 而 向 着 三 个 方向 改变 。 所 以 按照 类 比 
就 可 以 说 , 所 有 颤 色 的 集会 是 “三 维 的 颜色 空间 ”。 强度 z, yg, z 起 
着 点 一 一 颜色 如 的 坐标 的 作用 。 (与 普通 坐标 的 一 个 重要 的 不 同 
在 于 强度 不 能 是 负 的 ， 当 2 一 y 一 x~0 时 我 们 得 到 完全 的 黑色 , 它 


了 谈 代 的 羡 颜 名 的 感 澳 而 不 是 光线 。 部 色 的 区 觉 忆 是 客观 的 现象 一 一 光线 的 作 
用 、 同 一 个 色 感 可 以 由 不 岗 的 光 访 引起 。 举例 说 , 青色 不 仪 可 以 从 光 雍 上 纯 轩 的 青 光 
得 到 , 还 可 以 从 红 光 和 蓝光 的 泻 合 而 得 到 。 另 一 方 其 , 杰 有 “ 色 言 "的 人 ( 色 会 者 ) 只 有 
两 种 基本 的 色 感 ; 而 在 “完全 免 自 "的 情形 ,就 会 只 有 一 种 基本 的 色 感 ， 这 是 窑 为 稀少 
的 。 
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对 应 于 完全 没有 光线 .) 

颜色 的 连续 改变 可 以 表示 成 “颜色 空间 ”中 的 辐 线 ， 警 如 虹 药 
的 颜色 就 组 成 一 条 这 种 曲线 ;， 颜色 曲线 还 表示 由 均匀 色彩 的 对 象 
在 光线 亮度 连续 改变 下 所 引起 的 一 系列 的 色 感 。 在 这 情形 里 改变 
的 只 是 色 感 的 强度 , 它 的 “ 色 度 "保留 不 变 . 

然后 , 如 果 给 了 两 种 颜色 ， 例 如 红色 下 和 白色 5， 则 把 它们 
按 不 同 的 比例 混合 后 >， 我 们 就 得 到 从 五 到 万 的 颜色 的 连续 序列 ， 
它 可 以 则 做 线段 E55。 关于 玫瑰 色 处 在 红色 和 白色 之 间 的 观念 是 
有 明白 的 意义 的 . 

因此 ， 在 “颜色 空间 ”里 产生 了 关于 最 简单 的 几何 图 形 和 关系 
的 概念 ,“ 点 ”是 颜色 , “线段 "4B 是 由 颜色 4 和 B 混合 而 得 到 的 各 
种 大 色 的 集合 “点 也 在 线段 4B 上 ” 则 表示 颤 色 卫 是 颜色 和 和 
号 的 混合 ， 三 种 颜色 的 混合 给 出 平面 块 一 一 “颜色 三 角形 ”， 这 一 
切 都 可 以 利用 颜色 的 坐标 s, y, * 而 写成 解析 式 子 , 并 且 给 定 颜色 
直线 和 颜色 平面 的 公式 完全 类 似 于 普通 解析 几何 里 多 公式 ”. 

在 颜色 空间 里 ， 欧 几 里 得 几何 的 关于 点 和 线段 的 位 置 的 关系 
成 立 , 关于 这 些 关 系 的 学 问 组 成 了 念 射 几何 , 因而 可 以 说 在 所 有 可 
能 的 色 感 的 集合 里 实现 了 仿 射 几何 . 《当然 这 并 不 完全 正确 , 因为 
已 经 说 过 , 颜色 的 坐标 z, y, “不 能 是 负 的 ， 所 以 颜色 空间 只 对 应 
于 这 样 一 部 分 空间 ， 那 里 在 已 知 坐标 系 里 点 的 所 有 坐标 都 是 正 数 
或 零 .) 

其 次 ,我 们 有 着 关于 颜色 的 差异 程度 的 观念 。 譬如 说 ， 明 好 
地 , 淡 玫 政 色 比 深 玫 瑰 色 更 接近 于 白色 ,紫红 色 比 玖 色 更 接近 于 红 
色 , 等 等 .因此 ， 我 们 有 了 关于 赢 色 之 间 的 距离 作为 它们 的 差异 程 
度 的 定性 的 概念 ， 这 种 定性 的 概念 可 以 给 以 定量 的 测度 。 然而 像 
在 欧 几 里 得 几何 里 那 样 按照 公式 


忆 在 色 感 保 置 不 变 的 条 件 下 以 不 同 的 比例 寓 合 极 绍 的 本 色 粉 , 就 可 以 得 到 这 种 
混合 色 。 

2) 举例 说 ,如 果 颜色 Do 和 了 由 强度 一 一 学 标 zo, 加 ,mo 和 区, ,后 决定, 则 处 
在 了 第 凤 之 间 的 颜色 如 就 有 坐标 了 一 (一身 各 十 弛 3 一 人 一 分 因 十 芭 b 2 一 (1 一 从 
mo 十 te 这 里 上 是 颜色 Ui 在 形成 颜色 羡 的 混合 物 里 的 成 分 。 1 是 额 色 Zo 的 碱 分 
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TV (0— 0) 十 (go 一 的 ) + (ro— 22) 

来 决定 颜色 之 间 的 距离 是 不 自然 的 。 这 样 定义 的 距离 不 对 应 于 现 
实 的 色 感 ; 在 这 种 定义 下 将 会 得 到 一 系列 这 种 情况 , 与 已 知 颜色 有 
不 同 前 差异 程 虚 的 两 种 颜色 ， 处 在 离 它 相同 距离 的 地 方 . 距离 的 
定义 度 访 反映 出 色 感 之 间 的 现实 关系 . 

因此 , 在 颜色 空间 中 要 引出 独特 的 测量 距离 法 ， 这 可 以 用 下 
列 方 式 做 到 ， 

当 颜 色 连 张 地 改变 时 , 人 们 并 不 立刻 感觉 到 这 个 改变 , 而 要 等 
到 它 达到 某 种 程度 , 达到 所 调 区 别 阶 段 时 ， 因 此 可 以 认为 , 恰好 与 
已 知 颜 色 距 离 一 个 区 别 阶 段 的 所 有 颜色 都 与 已 知 颜 色 等 距离 。 于 
是 ,我 们 自然 就 得 出 这 样 一 个 结论 : 在 任何 两 种 颜色 之 间 的 距离 应 
该 用 正好 可 以 捅 入 它们 之 闻 的 区 别 阶段 的 最 小 数 来 量 出 ， 颜 色 则 
线 的 长 度 就 用 在 这 曲线 上 共有 多 少 这 种 阶段 来 量 出 。 两 种 颜色 之 
间 的 距离 由 连结 它们 的 最 短线 的 长 度 决定 。 这 就 像 曲面 上 的 两 点 
之 间 的 距离 用 连结 它们 的 最 短线 的 长 度量 出 一 样 . 

因此 ， 在 颜色 空间 里 的 长 度 和 距离 是 用 很 小 的 (如 同 无 限 小 
的 ) 一 步 步 来 量 出 的 . 

结果 在 颜色 空间 时 可 以 定义 某 种 独特 的 非 网 儿 里 得 几何 ， 这 
个 几何 有 十 分 现实 的 意义 ， 它 以 几何 的 语言 撕 述 了 颜色 集合 的 性 
质 , 即 光线 的 刺激 对 眼睛 的 作用 的 性 质 , 

关于 颜色 空间 的 概念 在 将 近 一 百年 前 就 产生 了 .研究 了 这 个 
空间 的 几何 学 的 有 很 多 物理 学 家 ， 其 中 可 以 举 出 例如 蔡 尔 姆 损 尔 
艾 和 马克 斯 维尔 .这 些 研究 还 在 继续 着 ; 它们 不 仅 有 理论 价值 ,而 
且 有 实用 价值 ， 对 于 解决 区 别 信号 颜色 的 问题 、 纺 织 工业 里 的 染 
色 问 题 等 等 , 这 些 研 究 给 出 了 精确 的 数学 原理 . 

2. 我 们 来 讨论 在 上 一 节 里 已 经 谈 到 过 的 另 一 个 例子 . 

设 我 们 研究 某 个 物理 化 学 体系 ， 警 如 气体 的 混合 物 、 合 金 等 
等 ， 设 这 个 体系 的 状况 由 m 个 量 决定 (例如 气体 混合 物 的 状况 由 
压力 ,温度 和 组 成 它 的 气体 的 浓 虚 决 定 ) 。 那 来 就 说 这 体系 有 个 
和 家 由 度 ， 这 玫 示 它 的 状况 可 以 随 着 每 一 个 决定 这 种 状况 的 量 的 改 
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变 而 向 ”个 独立 的 方向 变动 。 这些 决 定 体系 的 状况 的 量 就 起 着 它 
的 坐标 的 作用 .因而 它 的 所 有 状况 的 集合 可 以 看 作 = 维 空间 一 一 
体系 的 所 谓 祖 空 间 ， 

状况 的 连续 改变 , 即 在 体系 里 发 生 的 过 程 , 在 这 个 空间 中 由 有 曲 
线 表 出 。 由 这 种 或 那 种 标志 分 出 的 状况 的 各 别 区 域 是 相 空间 的 区 
域 ， 隔 和 两 个 区 域 的 状况 组 成 这 空间 中 的 曲面 . 

在 物理 化 学 里 特别 重要 的 是 体系 的 相 空 间 的 那样 一 些 区 域 的 
形状 和 相互 邻接 , 这 些 区 域 定性 地 对 应 于 不 同 的 状况 . 隔 开 这 些 区 
域 的 曲面 ,对 应 于 这 种 定性 过 程 , 例如 溶解 . 燕 发 .沉淀 物 的 沉淀 等 
等 ， 具有 两 个 自由 度 的 体系 的 状况 出 平面 上 的 点 表 出 .可 以 取 均 
匀 物 质 作 为 例子 ， 这 种 均匀 物质 的 状况 由 压力 了 和 温度 四 决定 
它们 就是 表示 状况 的 点 的 坐标 .于 是 问题 就 化 成 划分 区 域 的 曲线 ， 
这 些 区 域 定性 地 对 应 于 不 同 的 状 
态 ， 璧 如 在 水 的 悄 形 , 这 种 区 域 
就 是 冰 . 液 体 水 和 蒸气 的 区 域 ( 姑 
30)。 陋 开 它 们 的 曲线 对 应 于 溶 
解 ( 泌 同 ), 燕 发 ( 瞩 结 ), 冰 的 升华 
( 赤 气 中 冰 剖 的 降落 ). 

在 研究 多 个 自由 度 的 体系 时 
要 用 到 多 维 几 何 的 方法 . 

机 空间 的 概念 不 仅 在 物理 化 图 80 
学 里 应 用 , 还 在 力学 体系 里 应 用 , 一 般 说 来 它 可 以 在 任何 体系 里 应 
用 ， 员 要 这 种 体系 的 可 能 的 状况 组 成 一 个 连续 集合 。 在 气体 运动 
的 理论 里 , 可 以 讨论 例如 物质 微粒 一 一 气体 分 子 的 体系 的 相 空 间 . 
一 个 微粒 的 运动 状况 在 每 一 时 刻 都 由 它 的 位 置 和 速度 决定 ， 这 就 
给 出 了 六 个 基 ， 三 个 坐标 和 速度 的 二 个 分 量 ( 沿 三 个 坐标 轴 分 解 
的 )， 访 个 微粒 的 状况 由 6 个 量 给 定 , 而 且 因为 分 子 非常 多 , 所 
以 6 是 非常 大 的 数 ， 这 并 不 使 物理 学 家 在 说 到 分 子 休 系 的 6 
维 机 空间 时 感到 任何 微小 的 混乱 . 

在 这 个 空间 里 的 点 才 示 其 有 各 自 的 坐标 和 速度 的 分 子 全 部 的 

Isl. 





状况 ,点 的 移动 表示 状况 的 政变 . 这 种 抽象 的 观点 在 很 深入 的 更 论 
推导 里 最 得 是 非常 便利 的 ， 总 之 ， 相 空间 的 概念 已 经 尝 毕 地 进入 
严密 的 自然 科学 的 武器 库 而 且 邮 用 在 各 种 各 样 的 问题 里 . 

3 以 上 所 引 的 例子 已 经 足以 导向 如 何 推广 几何 对 象 的 铺 论 ， 

设 我 们 要 研究 这 种 或 那 种 对 象 、 现 象 或 者 状况 的 某 个 连续 集 
合 ， 例 如 所 有 颜色 的 集合 或 者 分 子 组 的 状况 的 集合 、 在 这 种 集合 
里 存在 的 关系 可 以 显得 与 普通 的 空间 关系 相 类 ， 例 如 颜色 之 间 的 
“距离 "或 者 相 空 间 的 区 域 的 “相互 位 置 "。 在 这 种 情况 下 ,抛弃 了 
被 研究 的 对 象 的 定量 的 特性 而 且 只 考虑 它们 之 问 的 这 些 关系 ， 我 
们 可 以 把 已 知 集合 看 作 一 种 空间 .这 个 “空间 ”的 “点 ”就 是 这 种 对 
象 、 现象 或 者 状况 . 在 这 种 空间 里 的 “图 形 ” 就 是 它 的 点 的 任何 集 
合 ， 例 如 虹 沈 颜色 的 “曲线 ”或 者 在 水 的 状况 “空间 "里 燕 气 的 “区 
域 "， 这 种 空间 的 “几何 "就 定义 为 在 已 知 对 象 、 现 象 或 者 状况 之 间 
存在 的 那些 空间 站 类 的 关系 ， 警 如 说 ， 颜 色 空间 的 “几何 "就 由 颜 
色 混 合 的 规律 和 颜色 之 间 的 距离 决定 . 

这 种 观点 的 现实 意义 在 于 ， 它 使 我 们 能 够 在 研究 各 种 各 样 的 
现象 时 利用 抽象 几何 的 概念 和 方法 。 因此 ， 几 何 概念 和 方法 的 应 
用 范围 是 大 大 地 推广 了 ， 空间 概念 推广 的 结果 ,“ 空 间 ” 这 个 术语 
在 科学 里 有 了 两 重 意义 一 方面, 这 是 普通 的 现实 空间 一 一 物质 存 
在 的 普 换 形式 ; 另 一 方面 , 这 是 "抽象 空间 "一 一 某 一 类 对 象 (现象 、 
状况 等 等 ) 的 集合 , 在 其 中 存在 着 空间 相 类 的 关系 . 

应 该 指出 , 如 果 我 们 对 空间 观念 作 若 于 简化 , 普通 的 空间 也 可 
以 理解 成 某 种 状况 的 集合 . 那 就 是 说 ， 它 可 以 理解 成 极其 微小 的 
物体 一 一 “质点 ”的 所 有 可 能 的 位 置 的 集合 ， 这 个 附注 并 非 要 求 给 
出 空间 的 定义 ， 亿 是 却 以 更 清楚 地 指出 两 种 空间 概念 的 关系 为 目 
的 ， 抽象 空间 的 概念 我 们 在 下 面 还 要 说 明 , 而 关于 抽象 几何 对 普 
通 的 规 实 空间 的 关系 则 将 在 本 章 最 后 一 节 里 谈 到 . 

生 ， 搞 象 空间 的 概念 在 数学 本 身 之 中 有 着 最 广泛 的 应 用 ， 在 
几何 学 里 大 家 讨论 着 这 种 或 那 种 图 形 的 “空间 ”， 例 如 我 们 已 经 提 
到 过 的 “球体 空间 ”、“ 直 线 空间 ”等 等 . 
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特别 地 , 这 个 方法 显得 在 多 面体 理论 里 格外 有 用 .举例 说 , 在 
第 七 章 § 汉 第 二 卷 ) 里 曾经 提 到 过 关于 具有 已 知 展开 图 的 凸 多 面体 
存在 的 定理 .这 个 定理 的 证 明 就 基于 两 个 “空间 的 讨论 :“ 多 面体 
空间 ”和 “展开 图 空间 ”， 把 具有 已 知 顶 点 数 的 凸 多 面体 的 集合 看 
做 一 种 空间 , 其 中 的 点 雪 示 多 面体 ; 可 能 的 展开 图 的 集合 对 应 地 也 
解释 成 一 个 空间 , 其 中 的 点 表示 展开 图 。 用 展开 图 粘 成 多 面体 就 
可 确立 多 面体 和 展开 图 之 间 的 对 应 , 即 在 “多 面体 空间 "和 “展开 图 
空间 ”的 点 之 间 的 对 应 。 问 题 就 成 为 证 明 每 个 展开 图 都 有 多 面体 
与 它 对 应 , 即 一 个 空间 的 每 个 点 都 有 另 一 个 空间 的 点 与 它 对 应 ,这 
正好 可 以 用 拓扑 学 的 方法 来 证 明 . 

同 检 地 可 以 证 明 一 系列 别 的 关于 多 面体 的 定理 , 并 且 这 个 " 抽 
象 窑 间 的 方法 ”在 一 系列 的 情形 芷 (例如 在 具有 已 知 展开 图 的 多 面 
体 存 在 的 定理 里 ) 显 得 是 在 这 种 定理 的 已 知 证 明 方法 中 地 简单 的 . 
但 是 可 惜 这 个 方法 还 十 分 复杂 ， 而 且 我 们 在 这 星 也 不 能 给 出 关于 
蕊 的 更 精确 的 观念 . 

广义 的 空间 概念 还 在 分 析 、 代 数 和 数论 里 有 着 广泛 的 应 用 .这 
首先 是 函数 用 曲线 的 普通 均 示 ， 一 个 变数 = 的 值 通 常 对 应 于 直线 
上 的 点 ， 同 样 地, 两 个 变数 的 值 对 应 于 平面 上 的 点 , 个 变数 的 值 
对 应 于 4 维 空间 的 点 ; 变数 的 一 捉 值 zz, xo,…, zn 表示 具有 举 标 
i wa, "Zn 的 点 。 大 家 说 到 这 些 变数 的 机 数 J(za za，…，a) 
的 “变数 改变 的 区 域 " 或 者 “定义 区 域 ”; 说 到 函数 的 间断 点 .曲线 或 
曲面 , 等 等 . 这 种 几何 语言 经 常 被 使 用 著 , 而 且 这 不 仅仅 是 表示 的 
方法 ; 几何 表示 使 分 析 的 许多 事实 有 了 类 似 于 普通 空间 的 “直观 
性 ”而 且 使 得 有 可 能 应 用 推广 到 维 空间 的 几何 证 明 方 法 . 

在 代数 里 谈 到 个 未 知 数 的 方程 或 者 "个 变数 的 代数 函数 时 
有 着 同样 的 情况 . 在 上 一 段 里 指出 过 ,个 未 知 数 的 线性 函数 在 n 
维 空间 日 决定 平面 ,mmr 个 这 种 方程 决定 名 个 平面 ,而 它们 的 每 一 个 
解 表 示 所 有 这 些 平面 的 一 个 公共 点 .若干 个 平面 可 以 完全 不 相交 ， 
可 以 相交 于 一 个 点 , 可 以 相交 于 一 条 直线 , 可 以 相交 于 一 个 一 维 平 
面 以 至 一 般 的 五 维 平面 、 关 于 线性 方程 组 是 否 有 解 的 问题 被 去 示 
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为 平面 是 否 相 交 的 问题 、 这 种 几何 的 处 理 有 一 系列 的 优越 性 . 一 
般 地 说 , 包含 着 关于 线性 方程 和 线性 变换 前 学 问 的 “线性 代数 ", 通 
常 在 很 大 程度 上 是 几何 地 叙述 的 , 在 第 十 六 章 里 就 是 这 样 做 的 . 

上 5， 在 所 讨论 的 一 切 例子 里 都 提 到 , 这 种 或 那 和 对 象 的 连续 集 
合 被 解释 成 某 种 空间 . 这 些 对 象 可 以 是 颜色 、 这 种 或 那 种 体系 的 
状况 、 图 形 、 变 数值 的 全 体 、 在 所 有 的 情形 里 , 对 象 都 由 有 限 个 条 
件 给 定 ， 因 而 对 应 的 空间 有 对 应 于 等 于 这 些 条 件数 的 有 限 的 维 
数 . 

然而 在 本 世纪 初 , 在 数学 里 开始 讨论 “无 穷 维 的 空间 ”, 即 这 样 
一 种 对 象 的 集合 ,其 中 每 一 个 对 象 都 不 能 用 有 限 个 条 件 给 定 。 这 
首先 是 “ 泛 画 空 间 ”. 

把 函数 的 集合 解释 成 某 种 空间 的 想法 是 分 析 学 的 新 分 支 一 一 
泛 函 分 析 的 基本 思想 之 一 ， 而 且 在 解决 很 多 问题 时 显得 是 非常 
有 效 的 ， 读 者 将 会 在 专门 讲述 证 函 分 析 的 第 十 九 章 里 得 到 这 个 观 

可 以 讨论 一 个 或 几 个 变数 的 连续 函数 ， 也 可 以 把 各 种 问 断 函 
数 的 类 看 做 “空间 "， 用 与 从 属于 问题 的 解 的 特征 有 关 的 基 种 方法 
定义 函数 之 间 的 距离 。 总 之 , 可 能 的 “ 泛 函 空间 ”的 个 数 是 无 限制 
的 , 而且 在 数学 里 确实 研究 着 很 多 这 种 空间 . 

完全 同样 地 可 以 讨论 “曲线 空间 ”“ 凸 体 空间 “已 知 力学 体 
系 的 所 有 运动 的 空间 "等 等 ， 在 第 七 章 85( 第 二 卷 ) 里 曾经 提 到 过 
这 样 一 些 定理 ， 在 每 一 个 闭 凸 曲面 上 至 少 存在 三 条 闭 测 地 线 和 每 
两 个 点 都 可 以 用 无 穷 多 条 测 地 线 连 结 它们 ， 在 证 明 这 些 定理 时 利 
用 到 曲面 上 的 曲线 空间 : 在 第 一 个 定理 里 是 闭 曲 线 的 空间 , 在 第 二 
个 定理 里 是 连结 两 个 已 知 点 的 曲线 的 空间 ， 在 连结 两 个 已 知 点 的 
所 有 曲线 的 集合 里 引进 它 的 一 种 距离 ， 用 这 种 方法 就 使 这 个 集合 
变 成 了 空间 .定理 的 证 明基 于 拓扑 学 的 一 些 深 入 的 结果 对 这 空间 
的 应 用 . 

现在 让 我 们 来 表述 一 般 的 结论 . 

在 数学 里 所 谓 “ 空 间 一 般 地 是 指 某 种 对 象 (现象 .状况 , 函 数 、 
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图 形 、 变数 的 信 等 等) 的 任何 集合 ,在 这 种 对 象 之 间 有 闭 类 似 于 普 
通 空间 关系 的 关系 (连续 性 、 距离 等 等 )、 这 时 把 对 象 的 已 知 集合 
看 作 空间 , 除 掉 那 些 决定 所 考虑 的 空间 相 类 关系 的 性 质 以 外 , 抛弃 
了 这 些 对 象 的 所 有 性 质 ， 这 些 关 系 决定 那 种 可 以 称 为 空间 的 结构 
或 者 “ 儿 何 "的 东西 。 对 象 本 身 占有 这 种 空间 的 “点 ”的 地 位 “图 
形 "是 这 空间 的 点 的 集合 - 

组 成 已 知 抽象 空间 的 几何 学 的 对 象 的 是 空间 和 其 中 的 图 形 的 
那样 一 些 性 质 ， 它 们 由 所 考虑 的 空间 相 灶 的 关系 决定 。 例如 在 讨 
论 过 续 函 数 的 空间 时 就 完全 不 必 研 讨 个 别 函数 本 身 的 性 质 ， 函 数 
在 这 里 只 不 过 是 点 , 因此 “没有 部 分 ”在 这 意义 下 除 它 与 别 的 点 的 
关系 外 没有 任何 结构 ,也 没有 任何 性 质 ; 确切 地 说 , 这 一 切 都 被 所 
弃 了 ， 在 泛 函 空间 决定 函数 的 性 质 的 只 是 它们 彼此 间 的 关系 一 一 
它们 的 距离 和 可 以 从 距离 导出 的 其 他 的 关系 

对 应 于 可 能 的 对 象 集合 的 多 祥 性 和 它们 之 间 的 各 种 关系 的 是 
在 数学 里 研究 的 无 限 多 的 各 种 名 样 的 空间 ， 空 间 可 以 按照 空间 相 
类 关系 的 类 型 玉 分 类 ， 这 种 关系 是 作为 它们 的 定义 基础 的 。 我 们 
不 预备 罗列 抽象 空间 的 一 切 不 同样 的 类 型 ， 首 先 米 提出 两 种 最 重 
要 的 类 型, 拓扑 空间 和 度量 空间 。 

6. 拓扑 空间 (参看 第 十 八 章 ) 是 指 任何 元 素 一 点 的 任何 
集合 ， 在 其 中 定义 了 一 个 点 对 于 点 集合 的 接触 关系 和 对 应 地 两 个 
集合 (图 形 ) 彼 此 接触 或 邻接 的 关系 这 是 在 普通 空间 里 图 形 的 点 
观 上 明显 的 接触 或 邻接 关系 的 推广 

罗 巴 切 夫 斯 基 就 曾 以 杰出 的 智 葡 指出 过 ， 在 图 形 的 所 有 关系 
之 中 ,最 基本 的 是 接触 关系 .“ 接 触 形成 立体 的 特殊 的 属性 , 而且 
我 们 只 保留 立体 的 这 个 性 质 ， 而 在 论证 中 不 考 串 所 有 其 他 的 性 质 
(不管 是 实 有 的 或 例外 的 )， 那 时 我 们 就 把 立体 叫做 几何 体 "5， 举 
例 说 , 圆周 上 的 任意 点 邻接 于 图 的 所 有 内 点 的 集合 ; 连通 的 整个 立 
体 的 两 部 分 彼此 邻接 . 指 扑 学 的 进一步 发 展 指明 , 接触 性 质 正 是 所 

1) 男 巴 切 夫 斯 基 选 集 ( 互 . 卫 . JoGawepcR5 妆 , Co6paubte codpaegat)， 第 二 着，1049 
年 版 ,第 168 页 。 
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有 其 余 的 拓扑 性 质 的 基础 . 
接触 概念 表示 了 关于 点 对 集合 的 无 限 接近 的 观念 。 因 而 任何 
对 象 的 每 一 个 集合 , 只 要 在 其 中 有 闭关 于 连续 性 .关于 无 限 接近 的 
自然 概念 ,就 是 一 个 拓扑 空间 . 
拓扑 空间 的 概念 是 非常 普遍 的 ， 而 关于 这 种 空间 的 学 问 一 一 
抽象 拓扑 学 一 一 不 是 别 的 ， 正 是 关于 连续 性 的 最 普遍 的 数学 分 
区 
一 般 的 拓扑 空间 的 严格 的 数学 定义 可 以 月 下 列 方式 给 出 . 
一 般 的 拓扑 空间 是 指 任何 元 宸 一 一 “点 "的 集 舍 及 , 假如 在 这 集合 中 对 于 
包含 布 其 中 的 每 个 集合 1 都 定义 了 接触 点 ,使 得 下 列 条 件 一 一 公理 成 立 : 
了 D 集合 政 的 每 个 点 都 算 做 它 的 接触 点 。 (认为 一 个 集合 与 它 的 每 个 点 
接触 是 十 分 自然 的 .) 
3) 如 果 集 合 M1 包含 着 集合 Ms， 则 M1 的 接触 点 的 集合 显然 包含 2 
的 所 有 接 短 点 。 (简单 地 , 但 是 不 大 精确 地 说 , 较 大 的 集合 不 会 有 较 少 的 按 甬 
点 
在 用 这 种 方法 定义 某 种 类 型 的 拓扑 空 间 时 , 通常 还 要 对 于 这 两 个 公理 添 
加 其 他 的 公理 . 
利用 接触 概念 容易 定义 一 系列 重要 的 拓扑 概念 ， 这 些 概念 也 
都 是 几何 学 的 最 基本 和 最 普遍 的 概念 ， 它 们 的 定义 显得 十 分 直观 
明白 ， 我 们 来 举 一 些 例子 . 
了 ) 集合 的 邻接 ”我们 说 集合 Ma 和 他， 彼此 邻接 ， 假 如 其 中 
一 个 集合 变 少 包含 另 一 个 集合 的 一 个 接触 点 。 (在 这 个 意义 下 , 例 
如 圆周 就 邻接 于 圆 的 内 部 .) 
2) 图 形 的 连续 性 或 者 ( 像 数 学 家 们 所 说 的 ) 连 通 性 图 形 ( 即 
点 集合 ) 于 叫做 连通 的 ， 假 如 它 不 能 分 裂 成 两 个 彼此 不 邻接 的 部 
分 . (举例 说 , 线段 是 连通 的 , 而 去 掉 中 点 的 线段 是 不 连通 的 ,) 
3) 边界 ”集合 f 在 空间 如 里 的 边界 是 指 所 有 这 种 点 的 集 
合 , 这 些 点 既 邻 接 于 用 本 身 , 又 邻接 于 形 的 补 集 忆 一 1 即 空间 
如 的 其 余 的 部 分 (这 显然 是 十 分 自然 的 边界 的 概念 . ) 
多 内 点 ”集合 开 的 点 叫做 内 点 ,假如 它 不 在 它 的 边界 上 , 即 
如 果 它 不 邻接 于 ML 的 补 集 至 一 于。 
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5) 连续 映射 或 连续 变换 集合 于 的 变换 叫做 连续 的 ， 假 如 
它 不 破坏 接触 性 . 《大概 不 能 给 出 连续 变 的 的 更 自然 的 定义 
| 

除 此 之 外 还 可 以 列 上 其 他 重要 的 定义 ， 钢 如 图 形 序列 收敛 于 
已 知 图形 的 概念 或 关于 空间 的 维 数 的 福 念 等 等 的 定义 . 

我 们 看 到 , 通过 接触 性 可 以 定义 最 基本 的 几何 概念 ， 特 别 地 ， 
拓扑 学 的 意义 在 于 ; 它 给 出 这 些 概念 的 严 徊 的 普遍 定义 , 给 出 严格 
地 应 用 与 直觉 地 清楚 的 连续 性 有 关 的 想法 的 基础 . 

拓扑 学 是 关于 空间 、 其 中 的 图 形 和 它们 的 变换 的 那样 一 些 性 
质 的 学 问 , 它们 是 用 接触 关系 来 定义 的 . 

这 个 关系 的 普遍 性 和 基本 性 使 托 扑 学 成 为 最 一 般 的 几何 理 
论 , 它 到 处 地 深入 到 数学 的 各 个 领域 , 只 要 那里 提 到 过 续 性 ， 而 正 
十 由 于 它 的 普遍 性 ， 拓 扑 学 在 其 最 抽象 的 部 分 已 经 在 实质 上 超出 
了 几何 学 的 范围 . 不 过 它 的 基础 终究 还 是 现实 空间 的 性 质 的 推广 ， 
而 且 它 的 最 有 用 的 和 有 力 的 结果 联系 著 从 直观 的 几何 观念 里 来 的 
方法 的 应 用 ， 举 例 说 , 用 多 面体 通 近 一 般 图 形 的 方法 ,就 由 了 . 0. 
亚历山大 洛 夫 发 展 了 ， 而 且 被 他 推广 (虽然 是 以 抽象 的 形式 ) 到 拓 
扑 空间 的 非常 一 般 的 类 型 . 

目前 不 论 是 研究 什么 对 象 的 任何 专家 都 发 现 了 ， 只 要 对 于 他 
说 可 以 用 十 分 自然 的 方式 引入 邻近 、 邻 接 的 概念 , 立即 就 在 手边 得 
到 现成 的 、 细 臻 分支 的 拓扑 工具 ,用 来 做 出 甚至 在 它们 的 特殊 现象 
里 也 远 非 显然 的 结论 . 

Y、 度量 空间 ”是 指 任意 元 素 一 一 点 的 集合 , 在 这 种 点 之 间 定 
义 了 距离 ， 即 每 对 点 互 , 了 都 有 与 它们 对 应 的 数 (六, 了), 使 得 
下 列 条 件 一 一 度量 空间 的 公理 成 立 : 

1) r(X, 了 ) 一 0, 当 且 仅 当 点 了 ,了 重合 时 , 

2) 对 于 任何 三 个 点 他, 了 , 2, 

7(X, P)+r(F, 2)>r(2, X), 

这 个 条 件 叫做 “三 角形 不 等 式 ”， 因 为 它 完全 类 似 于 在 网 几 里 
得 空间 的 点 4a，4s，4s 之 间 的 普通 距离 的 熟知 性 质 ( 图 31): 
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rds, 4) +r(4a， A4s)>7 (hs, 41). 


后 可 以 半 出 度量 空间 的 下 列 例 
子 ， 
汉 宫 。 衬 风 ; 
图 所 2) 罗 巴 切 夫 斯 基 空间 ; 


8) 具有 内 获 度 量 的 任何 曲面 (第 二 卷 第 七 章 § 4 
4) 连续 函数 的 空间 C， 其 中 的 距离 按 下 列 公式 定义 ; 
TCF fa = max|f:(e) —fo(2) |; 

5) 将 要 在 第 十 九 章 里 描述 的 希 尔 伯 特 空间 , 它 不 是 别 的 , 正 
是 “无 穷 维 的 欧 几 里 得 ”空间 . 

第 尔 伯 特 空间 是 在 泛 函 分 析 时 应 用 的 最 重要 的 空间 ， 它 帘 切 
地 联系 着 寅 里 埃 级 数 的 理论 ， 而 且 一 般 地 联系 着 函数 展开 成 正 交 
函数 的 级 数 的 理论 (在 这 里 坐标 om， za zs, … 显 得 是 这 种 级 数 
的 系数 )， 这 个 空间 在 数理 物理 里 占有 重要 的 地 位 , 而 且 在 最 子 力 
学 里 具有 很 大 的 意义 .原来 任何 原子 体系 (例如 氢 原 子 ) 的 所 有 (不 
仅 是 静止 的 ) 状态 的 集合 ， 从 抽象 的 观点 看 来 , 可 以 认为 是 希 尔 伯 
特 空间 。 

在 数学 里 讨论 的 度量 空间 的 例子 数 还 可 以 大 大 地 加 多 ; 顺便 
提 一 下 , 在 下 一 节 里 我 们 还 要 介绍 一 类 度量 空间 ， 称 为 黎 总 空间 . 
但 是 从 以 上 所 引 的 例子 已 经 足以 看 出 虚 量 空间 的 一 般 概念 有 何等 
宽广 的 内 容 了 ， 

在 度量 空间 里 总 可 以 定义 全 部 拓扑 概念 , 而 在 拓扑 概念 之 外 还 可 以 引出 
别 的 概念 一 “度量 "概念 . 例如 曲线 长 度 的 概念 就 是 一 个 . 在 任何 度量 空间 
里 定义 长 度 完全 象 在 普通 的 情形 一 样 , 而 且 长 度 的 基本 性 质 在 这 时 仍然 保留 
着 。 那 就 是 说 ， 曲 线 的 长 度 是 指 依次 列 置 在 曲线 上 的 点 瑟 ， as， …， ZX。 之 
辣 距 离 的 和 的 极限 , 取 极 限 的 条 件 是 这 旺 点 在 曲 线 上 徘 得 越 来 越 密 ， 


B， 除 掉 一 般 的 拓扑 空间 和 度量 空间 以 外 ,在 数学 里 还 讨论 很 
多 其 他 类 型 的 空间 、 特别 说 来 ， 在 $ 6 里 我 们 已 经 介绍 过 一 整 类 
的 这 种 空间 。 这 就 是 在 其 中 给 定 了 某 个 变换 群 的 空间 (例如 射影 
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空间 和 仿 射 空间 )。 在 这 种 空间 里 可 以 定义 图形 的 “相等 ”。 当 两 
个 图 形 中 的 一 个 可 以 用 已 知 群 中 的 变换 移 到 另 一 个 图 形 上 时 ， 就 
说 这 两 个 图 形 是 "相等 的 ” 

我 们 不 预备 再 进一步 定义 空间 的 可 能 类 型 了 ， 它 们 是 种 类 繁 
多 的 ,而 且 读者 可 以 去 看 几何 学 的 各 种 现代 分 支 的 专门 著作 . 

然而 ， 如 此 地 推广 几何 梳 念 的 范围 有 什么 意义 呢 8 为 什么 必 
须 引 入 关于 连续 函 救 的 空间 的 概念 呢 ? 难道 不 能 用 普通 方法 来 解 
决 分 析 的 问题 , 而 非 要 提高 到 这 种 抽象 的 结构 不 成 ? 

这 个 问题 的 一 般 答案 简单 地 说 是 这 样 ， 在 讨论 里 引入 了 这 种 
或 那 种 空间 ， 我 们 就 打开 了 应 用 能 给 出 很 多 东西 的 几何 概念 和 几 
何方 法 的 途径 . 

儿 何 概念 和 几何 方法 的 特点 在 于 ， 它 们 在 有 限 的 步骤 里 立足 
在 直观 表象 之 上 而 且 即 使 以 抽象 的 形式 也 保持 了 它们 的 优点 ， 那 
些 分 析 学 家 通过 细致 的 计算 才 达 到 的 结果 ， 儿 何 学 家 常常 可 以 立 
刻 就 掌握 住 ， 作为 原始 的 例子 可 以 来 看 一 下 图 象 , 它 给 出 了 贡 之 
他 的 这 种 或 那 种 依赖 关系 的 十 分 明白 的 情况 ， 儿 何方 法 可 以 描述 
成 与 解析 方法 不 同 的 概括 全 部 的 综合 方法 。 当然 , 在 抽象 的 几何 
理论 里 ,直接 的 直观 性 是 被 排除 了 , 但 是 还 保留 按照 类 比 的 直观 想 
法 , 还 保留 几何 方法 的 综合 的 特征 

读者 已 经 热 悉 了 几何 图 的 应 用 ， 熟 悉 了 复数 和 复 变数 函数 的 
几何 表示 ， 部 悉 了 证 明代 数 基本 定理 的 几何 论证 以 及 共 他 的 开 何 
概念 和 几何 方法 的 应 用 ， 读 者 处 处 可 以 注意 到 我 们 在 这 里 以 一 般 
形式 说 的 是 什么 。 我 们 在 87 开端 和 本 节 第 5 段 里 都 曾 提出 过 运 
用 允 维 几何 的 方法 来 证 明 的 定理 ， 我 们 还 要 指出 从 分 析 中 亲 的 一 
个 问题 , 它 已 经 是 在 应 用 泛 函 空间 的 概念 的 基础 上 来 解 的 了 - 

在 拓扑 学 里 证 明了 ， 如 果 在 普通 平面 上 取 一 个 由 圆 形 经 过 变 
形 而 得 到 的 任意 区 域 , 然后 使 它 任 意 地 作 连 续 变形 , 但 是 必须 它 整 
个 处 在 原来 的 周 界 之 内 ， 则 至 少 有 这 个 区 域 的 一 个 点 在 变换 后 还 
留 在 它 原来 所 在 的 地 方 ， 这 个 事实 纯粹 是 拓扑 的 . 

现在 让 我 们 来 讨论 离 几 何 学 十 分 远 的 一 个 问题 :考虑 一 个 函 
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数 yCz), 它 清 足 微分 方 各 
Y=/ (es, W), (10) 
而 且 在 = 一 0 时 取 值 y 一 0. 
明显 地 ,可 以 把 这 个 方程 换 成 求 下 列 方程 的 妇 ; 
y= ff yO a, GD 

自然 产生 这 样 的 问题 , 一 般 地 说 满 足 这 个 条 件 的 函数 go 在 
在 吗 ? 

我 们 换 一 种 方式 来 看 这 个 问题 ,我们 把 每 一 个 连续 函数 y(?) 
设想 成 某 个 抽象 空间 的 点 。 计 算 积分 的 结果 

re yG)a=z() 
还 是 = 的 连续 函数 , 即 正 是 我 们 的 抽象 空间 的 “点 " 取 不 同 的 “点 ” 
钞 如 到 不 同 的 函 教 yz)， 一 般 说 来 得 到 不 同 的 点 :因而 我 们 空 
间 的 点 还 是 映射 成 它 的 点 ， 方 程 (11) 的 解 的 存在 问题 化 成 了 这 样 
的 问题 ， 在 我 们 的 执 象 空间 里 能 否 找到 经 过 这 种 变 换 仍 然 加 在 它 
的 原来 < 位 置 * 的 版 ? 

从 微分 方程 理论 的 自然 的 问题 发 现 了 关于 抽象 的 泛 两 空间 的 
性 质 的 问题 。 与 前 面 提 到 过 的 理论 的 奖 比 告诉 我 们 ， 谈 到 的 显然 
是 对 应 空间 的 拓扑 性 质 , 

在 这 个 途 夭 上 利用 必要 的 拓扑 学 的 研究 ， 就 可 以 得 到 关于 给 
分 方程 解 的 存在 的 许多 定理 是 最 倘 短 的 证 明 ， 特 别 地 就 能 说 央 广 
程 (107 对 于 任何 过 续 画 数 /(z, 芒 确实 都 有 解 存在 ， 
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1. 前 面 斤 述 过 的 同类 现象 的 连续 集合 可 以 解释 成 某 种 空间 
的 思想 ， 最 初 是 由 黎 曼 在 他 的 讲演 “关于 作为 几何 学 基础 的 假设 ” 
里 指出 的 . 这 篇 讲演 是 他 在 1854 年 在 哥 丁 根 大 学 宣读 的 。 这 是 


了 D 假定 J(w, 切 是 变数 z 和 3 的 连续 函数 。 
160。 


探索 性 的 讲演 ， 并 非 为 了 升 到 讲师 或 教授 的 职位 而 在 数学 系 里 宣 
读 的 报告 或 论文 . 黎 曼 在 他 的 讲演 里 未 加 推演 和 数学 证 明 而 概括 
地 树立 了 一 种 广泛 的 几何 理论 的 初始 观念 ， 这 种 几何 理论 现在 就 
叫做 黎 曼 几何 ， 据 说, 在 听众 中 除 掉 当 时 已 经 年 老 的 高 斯 外 , 没有 
任何 人 能 听 慌 它 ， 黎 曼 理论 的 形式 的 演算 叙述 在 他 的 另 一 个 应 用 
于 热传导 问题 的 著作 中 .因而 抽象 的 黎 曼 几何 的 产生 是 与 数学 物 
理 密切 相关 的 ， 黎 芝 的 思想 是 几何 学 发 展 中 继 罗 巴 切 夫 斯 基 以 后 
的 极 重要 的 一 步 . 然而 获 曼 的 工作 并 未 立刻 得 到 应 有 的 估价 . 它 的 
讲 注 和 关于 热传导 的 著作 直到 他 死 后 的 1868 年 才 刊行 .应 该 指 
出 ,在 1868 年 出 现 了 由 贝尔 特 拉 米 给 出 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 第 
一 个 解释 ,而 在 1870 年 出 现 了 由 克 莱 因 给 的 第 二 个 解释 ， 克 莱 因 
把 关于 各 种 几何 ( 欧 几 蜂 得 几何 \ 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 、 射 影 几何 、 仿 
射 几何 等 等 ) 的 普 记 见解 都 表述 成 了 关于 在 某 个 群 的 变换 下 不 变 
的 图 形 性 质 的 学 问 。 在 同一 个 年 代 多 维 几何 也 在 数学 中 终于 得 到 
了 加固 。 因 此 ,十 九 世 纪 的 70 年 代 是 在 几何 学 历史 中 的 那 种 突变 
的 时 刻 ， 在 过 去 五 十 年 间 形 成 的 诸 几 何 观念 终于 被 广大 的 数学 家 
们 所 理解 而 且 牢 牢 地 进入 了 科学 领域 ， 于 是 黎 曼 的 工作 有 人 继续 
了 ,而 到 十 九 志 纪 未 , 黎 曙 几何 已 经 得 到 极 大 的 发 展 而 已 应 用 于 力 
学 和 物理 学 .到 了 1915 年 , 爱 因 斯 坦 在 他 的 广义 相对 论 里 把 黎 总 
几何 应 用 到 万 有 引力 的 理论 , 这 赋予 效 昌 几 何以 特殊 的 意义 ,结果 
使 它 继续 有 了 急骤 的 发 展 和 多 种 多 样 的 应 用 . 

23， 有 如 此 光辉 的 前 途 的 黎 曼 的 思想 是 十 分 简单 的 , 假如 抛 开 
了 数学 的 探讨 而 且 只 注意 它 的 基本 的 实质 的 话 ， 这 种 简单 性 正 是 
所 有 有 伟大 的 思想 所 共有 的 特色 。 难道 从 第 五 条 公设 的 推导 来 考 虚 
某 种 可 能 的 几何 的 罗 巴 切 夫 斯 基 的 思想 不 是 简单 的 吗 ? 难道 有 机 
体 的 演化 的 思想 或 者 物质 的 原子 结构 的 思想 不 是 简单 的 吗 ? 这 一 
切 都 是 简单 的 同时 也 是 非常 复杂 的 ， 因 为 新 的 思想 首先 必须 为 自 
己 开 拓 广 阔 的 道路 , 而 不 是 安置 在 现成 的 杠 子 里 ， 其 次 ,新 吕 想 的 
多 方面 的 论证 ,发展 和 应 用 需要 大 量 的 工作 、 创 造 而 且 不 能 缺少 专 
门 的 科学 工具 .对 于 黎 曙 几何 这 种 工具 就 是 它 的 公式 ; 它们 是 复杂 
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的 , 因而 只 便 子 专家 们 使 用 。 我 们 不 拟 讨论 复杂 的 公式 , 而 来 注意 
黎 昌 思想 的 本 质 ， 上 面 已 经 说 过 , 黎 曙 开始 是 把 现象 的 任何 连续 
集合 看 做 某 种 空间 的 。 在 这 种 空间 里 ,点 的 坐标 是 在 其 他 现象 中 
间 区 别 对 应 的 现象 的 量 ， 例如 决定 颜色 妇 =z6 十 99+z0 的 强度 
yz。 如 果 这 种 量 有 个 ,例如 ,zs，…， zo 则 谈 到 的 就 是 
维 空 间 。 在 这 个 空间 里 可 以 讨论 曲线 而 且 引入 用 微小 的 (无 限 小 
的 ) 步 数 来 测量 它们 的 长 度 , 就 化 在 普通 空间 里 测量 曲线 的 长 度 一 
样 ， 

为 了 用 无 限 小 的 步 数 来 测量 长 度 ， 只 要 给 出 决定 任何 已 知 点 
到 任何 与 它 无 限 促 近 的 点 的 距离 的 法 则 。 决 定 (测量 ) 距 离 的 这 个 
法则 叫做 度量 ， 这 个 法 则 的 最 简单 的 情形 是 当 它 与 欧 儿 里 得 空间 
里 的 法 则 相同 的 情形 ， 这 种 空间 在 无 穷 小 范 团 是 欧 几 里 得 式 的 ， 
换 名 话说 , 欧 儿 里 得 几何 的 几何 关系 在 其 中 成 立 , 但 是 只 在 每 一 个 
无 限 小 的 区 域内 ; 正确 地 说 , 它们 在 任何 充分 小 的 区 域内 成 立 , 但 
是 并 非 精 网 地 成 立 , 而 是 区 域 越 小 , 精确 性 越 大 ， 当 空间 中 的 距离 
按照 这 种 法 则 测 若 时 , 这 空间 就 叫 乒 黎 曼 空间; 这 种 空间 的 几何 叫 
做 黎 章 几何 。 因此 ， 歼 曼 空间 是 “在 无 限 小 范围 里 ” 欧 儿 里 得 式 的 
空间 . 

你 部 空间 的 最 简单 的 例子 是 具有 其 内 区 几何 的 任何 光滑 曲 
面 。 曲面 的 内 区 几何 是 二 纵 的 黎 总 几何 . 实际 上 , 光滑 曲面 在 其 
每 个 点 邻近 与 切 平面 很 少 差异 ， 而 且 当 我 们 讨论 的 曲面 区 域 越 小 
时 , 这 个 差异 也 就 越 小 .所 以 在 曲面 的 敏 小 区 域 里 的 几何 与 平面 上 
的 几何 很 少 差异 , 而 且 区 域 越 小 , 这 个 差异 也 越 小 ， 然 而 在 较 大 的 
区 域 里 ,曲面 的 儿 何 显得 与 欧 儿 里 得 几何 不 同 ,这 在 第 七 音 $ 4( 第 
二 卷 ) 里 已 经 指出 过 ,而 且 也 容易 从 球面 和 伪 球面 的 例子 看 出 ， 黎 
曼 几 位 不 是 别 的 , 正 是 曲面 的 内 蕴 几 何 从 二 维 到 任何 维 的 推广 
类 似 于 只 从 内 区 几何 的 观点 来 讨论 的 直面， 三 维 葡 间 空 间 也 是 在 
微小 区 域内 是 欧 几 里 得 式 的 ， 而 在 较 大 的 区 域内 可 以 与 欧 几 里 得 
空间 不 同 , 壁 如 说 , 圆周 长 度 可 以 不 与 半径 成 正比 ; 只 是 对 于 微小 
的 圆周 这 长 度 才 以 较 好 的 近似 值 而 与 半径 成 比例 三 角形 各 角 的 
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和 不 等 于 两 直角 (这 时 在 作 三 角形 时 起 著 直 线段 作 用 的 是 最 短 距 
离线 , 即 在 连结 已 知 点 的 所 有 曲线 中 间 有 最 小 长 讼 的 曲线 )， 

可 以 设想 现实 空间 只 在 与 天 文 尺度 相 比 不 大 的 区 域 里 才 是 欧 
几 里 得 式 的 ， 区 域 存 小 , 殉 几 里 得 几何 就 越 精 确 地 成 立 , 但 是 可 以 
认为 (而 且 它 也 如 此 地 显得 )， 在 很 大 的 尺度 里 的 几何 学 已 经 与 欧 
几 里 得 几何 有 差异 . 我 们 知道 , 罗 巴 切 夫 斯 基 就 已 提出 了 这 个 思 
想 ， 黎 竟 推 广 了 它 ， 使 它 不 仅 对 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 而 且 对 于 任 
何在 无 限 小 范围 蜂 是 欧 儿 里 得 式 的 几何 , 都 有 了 意义 , 于 是 罗 巴 切 
失 斯 基 几 何 就 显得 是 黎 昌 几何 的 特别 情形 了 - 

从 以 上 所 说 的 看 出 ， 黎 受 儿 何 是 在 由 几何 学 发 展 所 提出 的 三 
种 思想 的 综合 和 推广 的 基础 上 产生 的 .第 一 个 是 关于 与 欧 几 里 香 
几何 不 同 的 几何 可 能 存在 的 思想 ， 第 二 个 是 关于 曲面 的 内 蕴 儿 何 
的 概念 , 第 三 个 是 关于 任意 维 数 的 空间 的 概念 . 

3. 为 了 说 明 如 何在 数学 上 定义 黎 总 空间 , 我 们 首先 回忆 一 下 
在 殉 儿 里 得 空间 里 测量 距离 的 法 则 . 

如 果 在 平面 上 引进 了 直角 坐标 *,y, 则 按照 毕 达 如 拉 斯 定理 ， 
坐标 相差 4e 和 知 的 两 点 之 闻 的 距离 由 下 列 公 式 表 达 ; 

3 VA +H, 
在 三 维 空间 里 , 同 理 有 
sm Vd TA de. 
而 在 n 维 欧 儿 里 得 空间 里 ,距离 由 下 列 普遍 公式 决定 ， 
s— VRBT +A, 

由 此 容易 得 出 ,在 获 曼 空间 里 应 该 如 何 给 定 测量 距离 的 法 则 . 这 个 
法 则 应 该 与 欧 儿 里 得 的 法 则 重合 ， 但 是 只 在 每 个 点 邻近 的 无 限 小 
区 域 里 才 是 如 此 .这 导向 这 个 法 则 的 下 列表 述 . 

nn 维 黎 曼 空间 是 这 样 的 ， 在 它 的 任意 点 4 邻近 可 以 引进 坐标 
my Ta， *…， zn, 使 得 从 点 4 到 无 限 邻近 的 点 了 的 距离 由 下 列 公 
式 表 出 ; 

de— MV d+ + am, (12) 

这 里 dz …， dzxs 是 点 和 4 和 斑 的 坐标 的 无 限 小 的 差 。 这 还 可 以 
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换 一 种 精确 的 说 法 ， 那 就 是 说 : 从 点 4 到 尾 何 邻近 的 点 开 的 更 
离 由 与 欧 几 里 得 几何 里 相同 的 公式 表 出 , 只 是 具有 比 点 他 到 点 4 
的 邻近 程度 为 高 的 精确 性 , 即 

sS(AX)— MMAT- 十 4 十 3 
这 里 是 比 第 一 项 更 为 微小 的 量 , 而 且 当 坐 标 差 dz …，4zo 越 
小 时 它 也 越 小 2 

这 就 是 黎 曼 度 量 和 黎 昌 空间 的 数学 定义 ， 黎 沉 度量 ( 即 测量 
距离 的 法 则 ) 与 欧 几 里 得 度量 的 差异 在 于 这 种 法 则 只 在 每 个 已 知 
点 邻近 成 立 ， 此 外 , 这 种 法 则 得 以 简单 地 表 出 的 坐标 , 对 于 不 同 的 
点 必须 取 不 同 的 2， 一 般 的 黎 俩 度量 与 殉 几 里 得 度量 的 差异 我 们 
以 后 还 要 把 它 养 确 切 . 

黎 旨 空间 在 无 限 小 范围 内 与 欧 几 里 得 空间 重合 这 个 事实 ， 可 
以 用 来 在 其 中 定义 基本 的 几何 量 ， 就 类 似 于 在 曲面 的 内 蕴 几 何 里 
用 平面 逼近 曲面 的 无 限 小 片 让 时 所 做 的 (第 二 着 第 七 章 84)， 举 
人 鲍 说 , 无 穷 小 体积 就 可 以 像 在 欧 几 里 得 空间 里 一 样 来 表 出 .有 限 区 
城 的 体积 从 无 穷 小 体积 求 和 而 得 出 ， 即 从 体积 的 微分 求 积 分 而 得 
出 ， 曲 线 的 长 度 由 它 的 无 限 邻近 的 点 之 癌 的 无 穷 小 距离 求 和 而 决 
定 , 即 由 长 度 的 微分 gs 沿 曲 线 求 积分 而 决定 ， 这 正 是 沿 曲线 使 用 
微小 (无 穷 小 ) 尺 度 来 决定 长 度 的 严格 的 解析 表示 .从 同一 个 点 引 
出 的 两 条 曲线 之 间 的 角 也 可 以 像 的 欧 几 里 得 空间 里 一 样 地 来 决 
定 ， 其 次 , 在 ” 维 黎 显 空间 里 可 以 给 定 从 2 到 ”~ 工 的 各 种 维 数 的 
曲面 。 这 时 容易 证 明 ， 每 个 这 种 曲面 同样 地 也 是 对 应 维 数 的 一 个 
黎 曼 空间 , 正 像 普通 哆 几 里 得 空间 里 的 曲面 是 二 维 黎 曼 空间 一 样 。 

还 容易 证 明 ， 黎 曼 空间 总 可 以 表示 成 充分 大 维 数 的 欧 儿 里 得 


空间 里 的 曲面, 那 就 是 说 , 对 于 每 一 个 维 签 骂 空 间 , 在 了 C 


了 D 通常 公式 (13) 的 精确 意义 由 下 列 方式 表 出 。， 设 从 点 4 引出 曲线 , 因而 曲线 的 
点 互 的 坐标 作为 某 个 变数 上 的 还 数 4()， zs()，…， z(t) 而 给 定 ， 于 是 这 曲线 在 点 
毛 处 的 亚 长 的 微分 如 由 公式 (13) 表 出 

3) 如 果 可 以 在 慕 个 空间 黑 引 进 坐 标 ,使 得 对 于 任 休 一 对 邻近 的 点 , 这 种 测量 距离 
的 法 则 都 成 立 , 则 空间 就 是 欧 几 哇 得 空间 。 
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维 欧 几 里 得 空间 里 有 着 mn 维 曲 面 ， 它 从 其 内 蓝 几 何 的 观点 看 来 与 
这 个 黎 晶 空间 并 无 区 别 ( 至 少 在 它 的 一 定 的 有 限 部 分 里 是 如 此 ). 

4 为 了 在 获 曼 几何 里 得 出 各 种 几何 量 的 解析 表示 , 首先 必须 
给 出 在 黎 曼 空 间 里 测量 长 度 的 法 则 的 一 般 表 达 式 ， 它 必须 不 专门 
依赖 于 每 个 点 的 独特 坐标 . 可 是 公式 (12) 只 是 在 点 4 的 特别 选取 
的 坐标 系 里 才 对 这 个 点 成 立 的 ， 因 而 当 从 一 个 点 过 滤 到 另 一 个 点 
时 必须 改变 坐标 系 , 这 当然 是 不 方便 的 . 要 消除 这 个 不 便 原 来 也 还 
容易 , 也 就 是 说 可 以 证 明 下 面 的 事实 . 

设 在 黎 曼 空间 的 某 个 区 域 里 引进 了 任何 坐标 名， ya, …, gn, 
于 是 从 具有 坐标 护 , gx, …, 如 的 点 人 4 到 具有 坐标 级 二 dy ye 十 
ye,，…, gn 十 Gyn 的 点 互 的 “无 穷 小 距离 "或 者 说 “长 度 元 素 ” 届 就 
由 下 列 公式 表 出 : 


由 , 训 guoydyr 或 者 d 一 gudydyr， (13) 


这 里 系 煞 gw 是 点 和 的 坐标 纺 , ya,…, yin 的 函数 、 

后 一 个 公式 右边 的 式 子 叫做 坐标 微分 dy …, dyn 的 二 次 形 
式 ?. 它 的 展开 式 可 以 写成 

EF gu dy ys ~ gu dy + gua dys dys+ gn Ayo dy1 + gr E+ 

因为 dy1 ys 一 dya dyz, 所 以 不 妨 把 第 二 和 第 三 两 项 看 做 是 相同 的 : 
ga 一 go 而 且 一 般 地 gw 一 gu; 这 是 可 以 的 ,因为 重要 的 只 是 它们 的 
和 (gm+ ge) dy, diy. 

除 掉 所 有 微分 dy 都 等 于 军 的 情形 ， 二 次 形式 (13) 总 是 正 的 ， 
因为 显然 有 dz>0. 

效 命 题 也 成 立 。 那 就 是 说 ,如果 在 引进 了 坐标 加 ga，…， 加 
的 四 维 空间 里 , 长度 元 素 由 公式 (13) 给 定 , 并 且 公式 右边 的 二 次 形 
式 是 正 的 ( 即 除 掉 所 有 duw=0 的 情形 以 外 ， 总 大 于 零 )， 则 这 空间 
就 是 效 晶 空间 ， 换 句 话 说, 在 每 个 点 妈 邻近 可 以 引进 新 的 特殊 的 
坐标 z1，,…，, zs， 使 得 在 新 坐标 里 这 个 点 处 的 长 度 元 素 由 最 简 


了 者 干 个 量 的 二 次 形式 是 指 这 样 一 种 代数 式 子 ， 它 对 于 这 些 量 说 是 齐 次 的 二 次 
多 项 式 。 
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单 的 公式 (13) 表 出 . 
der=ds? + det+ .+d 

因此 , 黎 癌 度量 ( 即 在 无 穷 小 范围 内 是 欧 几 里 得 式 的 长 度 的 定 
义 ) 可 以 用 具有 系数 gw 的 任何 正 的 二 次 形式 (13) 给 定 , 这 里 gu 是 
诸 举 标的 两 数 ， 这 就 是 给 定 黎 曼 度量 的 普遍 方法 . 

在 黎 曙 空间 里 的 曲线 是 这 样 给 定 的 ， 点 的 所 有 mm 个 坐标 都 随 
着 在 某 个 区 间 里 改变 的 一 个 参数 上 而 改变 

= yy, yt) (stb). (1 

曲线 的 长 度 由 积分 表 出 : 


-| Vso. 


在 曲线 由 方程 14 给 定 的 情形 ， 
0 dyn Yd, 
因而 
:= ) Vso vat. G5) 

因为 9 是 侯 标 细 ， …, gu 的 已 知 函数 ， 而 这 些 至 标 又 以 已 知 的 方 
式 接着 公式 (1 而 依赖 于 二 所 以 公式 (15) 里 在 积分 记号 下 的 是 
对 于 已 知 曲 线 完全 确定 的 t 的 函数 ， 因此 ,这 画 数 的 积分 有 确定 
的 值 , 因而 曲线 水 身 航 有 确定 的 长 庶 . 

连结 两 个 已 知 点 4，B 的 最 短 曲 线 的 长 度 采 用 作为 这 些 已 知 
点 之 同 的 距离 ， 这 向 线 -一 测 池 线 一 本 身 占有 类 似 于 直线 有 
4 的 地 位 ， 可 以 证 明 ， 在 微小 区 域 里 任何 两 个 点 由 唯一 的 最 短 
线 连结 ， 求 测 地 线 ( 最 短线 ) 的 问题 本 身 是 全 积分 (15) 具有 极 小 信 
的 问题 ， 这 是 读者 在 第 八 章 (第 二 卷 ) 里 已 经 接触 过 的 变 分 法 的 问 
是 ， 变 分 法 的 正常 的 应 用 就 可 以 用 来 引出 决定 测 地 线 的 微分 方程 
和 对 于 任何 黎 竟 空间 确定 测 地 线 的 一 般 性 质 . 

让 我 们 来 证 明 前 面 指出 过 的 基本 断言 : 获 曼 度量 在 任何 坐标 里 都 由 普 伺 
公式 (13) 缩 定 . 

设 在 黎 遇 空间 的 其 个 区 域 至 引进 了 任何 坐标 锡 , ys,…, yn， 我 们 在 这 
个 区 域 里 取 任 意 点 4, 而 且 设 au， zz …, zn 是 点 44 的 特殊 坐标 ,使 得 在 这 些 

16d 


符 标 里 点 4 处 的 长 度 元 桶 由 公式 (13) 表 出 ,这 就 是 说 ， 
2 一 10) 
坐标 忆 由 坐标 多 j 一 1,…, 9) 表 出 的 公式 是 
=filyy Ya 
Tz=falYr Ya 





Tn=fa (yy Yo Yn). 
于 是 ~ 妆 名 和 + 人 yt + 


对 于 dra … a 把 这 想 式 于 代 人 公式 (19)， 于 是 在 计 
算 了 右边 的 平方 而 且 把 具有 63 ayiay， ad 等 等 的 各 项 委 并 以 后 , 我 们 就 
得 到 下 列 式 子 : 

i we + gm ya, 


这 里 系数 9u，942,…, 9m 都 是 由 伪 导 数 问 表 出 的 式 子 (这 些 式 子 的 形 


状 对 于 我 们 说 不 是 主要 的 ) . 但是 汪 不 因由 正 是 写成 展开 式 的 公式 (13)， 
因而 我 们 的 断言 证 明了 . 

现在 让 我 们 来 证 明 , 反之 , 公式 (13) 决 定 歼 曼 度 量 , 即 当 对 于 每 个 点 都 选 
取 它 的 特殊 坐标 4 时, 总 可 以 引 向 简单 的 形状 (16)， 设 

m3 gu dy, dys 
并 且 gw 是 笃 标 yi,…, yn 的 函数 而 且 右 边 的 二 次 形式 是 正 的 , 我 们 取 任何 点 
殷 秃 且 只 在 这 个 点 处 讨论 已 知 的 二 次 形式 。 于 是 系数 9w 都 是 已 知 数 ， 而 二 
次 形式 所 依赖 的 变数 是 ay …， dys。 从 代数 知道 ,每 一 个 正 的 二 次 形式 ( 具 
有 任何 的 数字 系数 ) 都 可 以 用 线性 变换 化 成 平方 和 (参看 第 十 七 章 ), 即 存在 
这 样 的 变换 
yt = ott da + + Gin Germ, 





yo 一 antiizi 十 … 十 amnaary 
当 把 这 些 式 子 代入 公式 (13) 以 后 , 我 们 得 到 
十 
如 果 我 们 按 腿 下 列 公式 把 坐标 血 …, gn 斤 泪 21 …'， Tn 
的 一 GZ 十 … 十 aagm 








1 我 们 这 里 的 变数 具 高 蓝 分 的 形 关 是 不 要 紧 的 ， 我 们 完全 可 以 把 它们 看 作 某 蚂 
项 立 的 变数 


9367， 


nit ay 

则 短 分 和 也 万 好 由 微分 az 按照 公式 (17) 表示 。 因此 , 这 种 坐标 变换 解 次 
了 所 提出 的 门 题 : 在 和 从 标 mi，…。 zs 里 ,在 我 们 所 取 的 点 处 的 微分 的 平方 wii 
由 简单 的 “ 欧 几 里 得 式 的 ”形式 (16) 表 出 ， 因 而 也 就 证 明了 , 一 般 的 公式 《13) 
确实 给 定 葡 机 上 湛 是. 

55， 欧 几 里 得 空间 是 黎 曼 空间 的 最 简单 的 特殊 情形 ?5， 歼 受 风 
何 的 主旨 任务 是 给 出 区 别 一 般 的 黎 受 空间 与 欧 几时 得 空间 的 解析 
乾 示 , 定义 所 谓 非 欧 几 里 得 的 得 晕 空 间 的 测度 。 这 个 测度 就 是 空 
间 的 所 谓 曲 率 . 

首先 应 该 指出 , 关于 空间 的 曲率 的 概念 , 完全 与 这 空间 在 那样 
一 个 高 维 的 包容 它 的 空间 里 如 何 夸 曲 的 观念 无 关 ， 晶 率 可 以 在 已 
知 空间 本 身 之 内 定义 ， 而 且 可 以 在 它 的 内 路 几何 性 质 的 意义 下 表 
出 它 与 欧 儿 里 得 空间 的 差异 。 这 必须 理解 清楚 , 不 要 把 关于 空间 
的 曲率 的 概念 与 它 的 任何 构成 法 连 在 一 起 来 看 ， 当 说 到 我 们 的 现 
实 空间 有 曲率 时 ， 这 只 是 表明 它 的 儿 何 性 质 与 欧 几 里 得 空间 的 性 
质 有 区 别 ， 但 是 这 完全 不 表示 我 们 的 空间 处 在 某 个 更 高 维 的 空间 
里 , 而 它 就 在 那里 弯曲 着 。 这 种 观念 与 黎 受 几何 对 现实 空间 的 应 
用 毫 无 关系 ,而 属于 空洞 的 幻想 的 范围 . 

黎 坚 空 间 的 乞 率 的 概念 推广 了 捍 面 的 高 斯 出 率 的 概念 到 
维 .在 第 七 章 § 人 第 二 卷 ) 里 曾经 说 过 ,高 斯 曲率 表示 曲面 的 内 落 几 
何 对 平面 上 的 几何 的 差异 程度 ， 而 且 可 以 从 纯粹 内 蕴 几 何 的 观点 
来 讨论 。 它 不 是 别 的 , 正 是 代表 已 知 曲面 的 二 维 黎 曼 空间 的 曲率 . 

作为 例子 ,我 们 来 回忆 出 现 高 斯 曲率 的 两 个 内 荀 几何 的 公式 . 
设 在 曲面 上 某 个 点 0 邻近 有 一 个 微小 的 三 角形 , 它 的 边 是 测 地 线 ; 
设 它 的 角 是 a, B, yY， 面 积 是 0， 量 a++Y 一 x 表示 它 的 各 角 


了 D 在 欧 几 里 得 空间 里 ,长 诬 元 束 在 直角 举 标 里 是 由 公式 (16) 表 出 的 : Gs 一 doi 
如 果 过 渡 到 其 他 的 坐标 , 则 根据 第 4 段 的 结论 , aea 由 其 个 二 次 形式 (13) 表 出 . 因此 ， 
在 欧 几 里 得 空间 里 , 长 度 元 索 在 任意 坐标 里 的 表达 式 也 是 一 般 的 公式 (13) ， 然 而 , 次 
几时 得 空间 与 任何 其 他 空间 让 区 别 , 因为 在 歌 几 里 得 空间 里 可 以 引进 这 样 的 举 标 (这 
就 是 直角 坐标 )， 使 得 公式 16) 在 同一 些 坐 标 里 到 处 成 立 , 而 不 像 在 一 般 的 或 看 空 司 
里 ,这 只 是 在 记 个 或 那个 点 的 邻近 才 成 立 。 
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之 和 与 平面 上 的 三 角形 的 各 角 之 和 的 差别 - 
如 果 三 角形 向 点 0 缩小 , 则 <c+ B+7 一 严 对 它 的 面积 rc 的 比 
值 趋向 点 0 处 的 高 斯 曲率 下 。 换 名 话说 ,对 于 微小 三 角形 有 


tty 
o 


这 里 当 三 角形 向 点 O 缩小 时 , s 趋 于 零 . 这 正好 表明 , 高 斯 曲率 是 
曲面 上 的 三 角形 的 各 角 之 和 与 平面 上 的 三 角形 的 各 角 之 和 的 差异 
程度 . 

我 们 再 来 讨论 曲面 上 有 中 心 在 点 O 处 的 回 ( 即 在 曲面 上 的 扩 
高 的 意义 下 与 点 O 等 距离 的 点 的 轨迹 )， 如 果 ? 是 圆 的 半径 ,1 是 
圆周 长 度 , 则 


1=2xr 一 各 天 rs 十 ay 


这 里 五 还 是 点 O 处 的 高 斯 曲率 ，a 表示 与 1， 相 比 是 微小 的 量 . 

这 里 高 斯 曲率 表 出 了 微小 圆周 的 长 度 与 2wr 的 差异 程度 ， 而 
这 两 者 在 欧 几 里 得 几何 里 是 相等 的 . 

黎 晶 空间 的 曲率 起 着 类 似 的 作用 ， 例 如 它 可 以 用 下 列 方式 定 
义 。 在 已 知 的 黎 曼 空间 里 有 着 一 个 光滑 曲面 也, 它 由 通过 已 知 点 
0 的 测 地 线 组 成 。 这 个 曲面 的 高 斯 曲率 就 采用 作为 空间 在 点 0 处 
向 着 曲面 了 的 方向 的 曲率 ， 一 般 地 说 , 这 个 曲率 不 仅 在 不 同 的 点 
处 是 不 同 的， 而且 对 于 通过 同一 个 点 C 的 不 同 的 测 地 线 曲 面 了 
也 是 不 同 的 . 因此 , 空间 在 已 知 点 处 的 曲率 并 不 由 一 个 数 决定 . 黎 
曼 就 已 经 引出 过 联系 在 同一 个 点 处 的 不 同 曲面 卫 的 曲率 的 一 般 
规律 。 由 于 这 个 原因 ,， 空间 在 一 点 处 的 曲率 由 一 组 教 一 一 所 谓 曲 
率 张 量 决 定 . 

但 是 我 们 没有 可 能 在 这 里 说 明 这 个 原因 ， 因 为 这 需要 引用 大 
基 的 数学 工具 .重要 的 是 要 理解 曲率 是 黎 受 空间 的 非 欧 几 里 得 性 
的 尺度 ; 它 在 这 空间 内 部 决定 它 的 度量 与 欧 几 里 得 空间 的 上 度量 的 
差异 程度 .例如 它 决 定 三 角形 各 角 之 和 与 = 的 差异 和 国 周 长 度 与 
2wr 的 差异 .一 般 地 说 , 它 在 不 同 的 点 处 有 不 同 的 值 , 而 在 同一 个 
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点 处 它 并 非 由 一 个 数 而 是 由 某 一 组 数 给 定 。 

黎 昌 空间 就 其 本 身 的 性 质 说 可 以 不 是 均匀 的 ， 那 时 在 这 空 避 
里 就 不 能 自由 地 移动 图 形 而 不 改变 它 的 各 点 之 间 的 距离 ， 因 而 就 
发 生 这 样 的 问题 ， 在 何 种 黎 受 空间 里 可 以 自由 地 移动 图 形 并 且 具 
有 与 在 欧 儿 里 得 空间 里 相同 的 自由 程度 .这 种 空间 是 最 均匀 的 黎 
曼 空 间 . 

原来 欧 几 里 得 空间 是 均匀 的 无 曲率 的 空间 ( 零 曲 率 的 空间 ). 
另 一 类 型 的 均匀 空间 是 罗 巴 切 夫 斯 基 空间 因此 罗 巴 切 夫 斯 基 空 
间 也 像 欧 儿 里 得 空间 一 样 是 一 般 的 黎 曼 空间 的 特别 情形 . 

一 般 地 说 ， 可 以 在 其 中 自由 地 移动 图 形 的 空间 都 是 常数 曲 卓 
的 空间 ， 在 这 种 空间 里 , 曲率 在 所 有 的 点 处 对 于 所 有 的 测 地 线 曲 
面 有 同一 个 值 。( 代 将 随 点 而 变 的 “曲率 张 量 ”, 这 时 曲率 由 对 于 所 
有 的 点 都 相同 的 一 个 数 给 定 , ) 零 曲率 的 空间 是 欧 儿 里 得 空间 ， 负 
上 曲率 的 空间 是 罗 巴 切 夫 斯 基 空间 , 正 有 曲率 的 空间 与 % 十 1 维 欧 儿 里 
得 空间 里 的 n 维 球面 有 相同 的 几何 ， 

8， 歼 曼 儿 何 并 不 需要 长 久 地 等 竺 应用, 我们 已 经 说 过 ， 黎 部 
自己 就 把 它 应 用 于 解决 热传导 问题 的 形式 的 计算 ， 但 是 这 只 是 应 
用 它 的 公式 ， 而 不 是 应 用 在 无 穷 小 区 域 里 具有 了 欧 儿 里 得 式 的 距离 
测量 的 抽象 空间 的 观念 这 种 应 用 首先 是 对 于 颜色 空间 而 给 出 
的 ， 在 颜色 空间 里 利用 黎 最 度量， 邻近 颜色 之 间 的 距离 就 能 表示 
了 ; 颜色 空间 就 能 解释 成 为 独特 的 三 维 黎 受 空间 . 

称 竟 几何 在 力学 里 也 有 下 要 的 应 用 。 为 了 说 明 它 的 实质 ; 我 
们 先 来 讨论 点 沿 曲 面 的 运动 。 设 想 有 个 质点 ， 例 如 小 弹子 , 它 可 
以 自由 地 沿 着 光 党 曲面 移动 , 但 是 不 能 离开 曲面 。 点 好 象 是 在 血 
面 本 身 之 内 运动 。 在 曲面 上 可 以 引进 某 种 坐标 23, zo; 于 是 点 的 
运动 就 由 它 的 这 些 坐 标 对 时 间 的 依赖 关系 完全 决定 ， 而 速度 则 由 
坐标 的 改变 速度 ， 即 由 它们 对 时 间 的 导数 入 和 4 来 决定 。 结果 点 
好 多 在 二 维 空间 里 运动 ,但 是 这 空间 不 是 欧 几时 得 空间 , 而 是 有 其 
自已 的 几何 一 一 曲面 的 内 蕴 儿 何 的 空间 。 返 动 的 规律 可 以 变换 成 
这 样 , 使 得 在 其 中 只 出 现 点 在 曲面 上 的 坐标 ma, zs 以 及 它们 的 一 
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阶 和 二 阶 导数 . 

如 果 有 力作 用 在 点 上 ， 则 它 的 乘 直 于 曲 醒 的 分 力 与 曲面 的 反 
作用 力 抵消 , 因而 只 留 下 与 南 南 机 切 的 分 力 ; 它 已 经 是 只 沿 曲面 而 
作用 了 因此， 作用 于 点 上 上 的 力 可 以 认为 是 在 曲面 本 身 之 内 作用 
的 。 曲 便 的 内 蕴 几 何 是 黎 曙 儿 何 的 特殊 情形 ， 因 而 点 党 曲面 的 运 
动 趾 在 二 维 黎 旬 空 间 里 的 运动 ， 它 的 运动 规律 有 与 普通 的 运动 规 
律 相间 的 特性 , 不 同 的 只 是 在 其 中 考虑 的 是 曲面 的 内 葡 几 何 , 从 第 
七 章 $4( 第 二 卷 ) 里 提 到 过 的 下 列 事实 , 这 变 得 格外 清楚 ， 在 有 曲面 
上 按照 惯性 而 且 没 有 摩擦 力 而 运动 的 点 ， 以 定常 速度 沿 着 测 地 线 
而 运动 。 因 为 测 地 线 在 曲面 上 起 闭 志 线 的 作用 ， 所 以 所 说 的 事实 
类 似 于 惯 件 定律 ; 这 是 同一 个 怖 性 定律 , 但 是 是 关于 曲面 上 的 运动 
的 , 或 者 抽象 地 说 是 关于 二 维 黎 曼 空间 里 的 运动 的 . 

当 绑 ,在 这 种 抽象 的 观念 里 暂时 还 看 不 到 任何 优 越 之 处 , 因为 
谈 的 只 是 沿 普 通则 面 的 运动 . 

当 我 们 转 到 由 两 个 以 上 的 量 给 定 其 位 署 的 力学 体系 时 ， 这 种 
抽象 观点 的 效益 立刻 显现 了 。 那 时 用 点 在 曲面 上 的 运动 来 表示 它 
们 的 运动 变 得 不 可 能 了 。 在 $7 里 谈 到 图 类 方法 如 何在 多 维 空间 
的 抽象 观念 中 发 展 时 , 我 们 已 经 遇 到 过 这 种 情况 了 

总 之 , 设 给 了 一 个 力学 体系 , 它 的 位 形 , 即 其 各 部 分 的 位 置 , 由 
不 个 量 z1， zs,…, zn 给 定 ， 如 果 谈 的 是 若干 个 质点 的 体系 , 则 它 
们 的 位 置 就 由 给 定 它们 的 所 有 
坐标 《每 个 点 三 个 坐标 ) 来 决 
定 ， 另 一 个 例子 是 陀螺 (一 个 
轮子 线 轴 旋转 ， 这 轴 本 身 又 可 
以 线 不 动 的 点 而 转动 ). 陀螺 绕 
辆 的 旋转 由 旋转 角 给 定 ， 而 轴 
的 倾斜 又 由 两 个 角 给 定 ， 这 两 
个 角 是 由 轴 与 两 个 已 知 方向 组 
成 的 ， 得 到 的 一 共 是 决定 这 种 
陀螺 的 位 置 的 三 个 芋 (图 32) 男 33 








体系 的 每 个 位 形 一 一 体系 各 部 分 的 位 置 一 一 可 以 理解 成 它 的 
所 有 可 能 的 位 形 的 空间 中 的 “点 ”。 这 就 是 所 请 体系 的 位 形 空间 ?. 
它 的 维 数 等 于 决定 位 形 的 量 ,zs,…, m 的 个 数 。 这 些 量 是 点 
在 位 形 空间 里 的 “点 ”的 坐标 , 对 于 譬如 说 由 三 个 质点 组 成 的 体系 ， 
我 们 得 到 三 个 点 的 各 三 个 坐标 一 -一 共 是 九 个 坐标 ， 对 于 陀螺 的 
情形 我 们 有 三 个 坐标 一 一 三 个 角 , 因而 陀螺 的 位 形 空间 是 三 维 的 . 

体系 的 运动 由 点 在 位 形 空间 里 的 运动 表示 ， 这 个 运动 的 速度 
由 坐标 zz, zo, …, 和 的 改变 速度 决定 - 

关于 这 种 空间 ,它们 的 拓扑 结构 还 将 在 第 十 八 章 里 谈 到 、 而 
这 里 我 们 想 要 强调 的 是 ， 在 位 形 空间 里 可 以 引进 测量 距离 的 特殊 
法 则 , 它 是 与 体系 的 力学 性 质 密 切 有 关 的 ， 那 就 是 说 , 如 果 体系 的 
动能 由 下 列 公式 表 出 : 

J 一 诗 训 awit, 
这 里 五 大 对 应 的 坐标 的 改变 速度 ， 则 无 穷 小 距离 的 平方 就 由 下 列 
公式 给 定 : ， 

as 一 dr dm 

因此 , 位 形 空间 变 得 是 黎 况 空间 . 这 时 不 仅 体系 的 运动 由 点 在 
位 形 空间 里 的 运动 表示 ， 而 且 描述 体系 运动 的 方程 本 身 也 与 这 个 
点 的 运动 方程 重合 ; 总 之 , 体系 的 力学 作为 点 在 位 形 空间 里 的 力学 
而 表 出 ， 特 别 地 , 体系 按 着 惯性 即 庆 反作用 力 的 运动 (类 似 于 陀螺 
的 自由 旋转 ), 就 由 点 在 这 个 空间 里 沿 荐 测 地 线 的 等 速 运动 湖 示 . 

这 个 表示 在 许多 情形 时 显得 是 方便 的 ， 而 且 它 和 它 的 某 种 扒 
广 和 变形 在 理论 力学 里 都 要 用 到 . 

因此 , 歼 曼 几何 可 以 用 作物 理 现象 的 抽象 几何 的 描述 方法 : 这 
种 描述 完全 不 是 任意 的 , 也 不 是 数学 的 智力 游戏 , 它 反映 了 所 讨论 
的 现象 的 现实 的 规律 性 , 只 是 以 抽象 的 形式 来 反映 它们 男 了 . 这 就 
是 物理 现象 的 每 一 个 数学 描述 的 本 质 ， 差别 只 在 于 这 里 应 用 的 是 

力 不 要 把 它 与 部 第 3 段 里 提出 的 “ 相 空 间 " 神 混 。 在 根 空 阿里 , 点 不 仅 由 位 置 类 
定 ,还 由 体系 的 点 在 每 一 时 麟 的 运动 速度 决定 
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更 有 力 、 更 细致 的 抽象 , 但 是 实质 还 是 一 样 的 - 

黎 曼 几何 在 相对 论 里 得 到 最 出 色 的 应 用 。 但 是 关于 这 一 点 臣 
们 将 在 下 一 节 里 说 到 ， 因 为 在 这 时 谈 的 是 抽象 空间 对 现实 空间 性 
质 的 关系 的 重要 而 又 困难 的 问题 . 

3 最近 80 年 来 ， 各 种 非 欧 几 里 得 空间 的 几何 学 在 各 个 方向 
得 到 重大 的 发 展 和 推广 ， 产 生 了 包括 黎 曼 几何 作为 特别 情形 的 一 
些 新 的 理论 。 其 中 第 一 个 是 所 谓 芬 斯 勒 几何 ， 这 种 几何 的 观念 在 
黎 显 以 前 就 已 出 现 ， 然后 是 伟大 的 法 国 儿 何 学 家 卡 当 的 连结 了 黎 
曲 儿 何 与 克 莱 因 的 爱 耳 浪 根 岗 领 的 空间 的 一 般 理论 ， 以 及 共 他 的 
理论 。 因为 不 可 能 谈 到 几何 学 的 这 些 新 方向 , 我 们 只 预备 指出 一 
下 ,它们 主要 是 借助 于 专门 适用 于 它们 的 解析 工具 而 展开 的 。 很 
多 苏联 数学 家 参加 了 这 些 新 方法 的 发 展 工作 ;其 中 有 由 拉 含 夫 斯 
基 创 立 的 所 谓 新 的 “ 半 度 量 " 几 何 ， 瓦 格 涅 从 空间 曲线 理论 的 最 一 
般 的 问题 扩展 到 非 欧 几 里 得 几何 在 力学 里 的 应 用 的 研究 ， 等 
等 . . 


§ 10. 抽象 几何 和 现实 空间 


1. 随 着 前 面 叙 述 的 从 罗 巴 切 夫 斯 基 开 始 的 几何 观念 的 发 展 ， 
我 们 深入 到 抽象 的 空间 之 内 ， 而 且 远 离 最 初 的 几何 对 象 一 一 容纳 
一 切 现象 的 那个 现实 空间 ， 现 在 让 我 们 回 到 普通 意义 下 的 这 个 空 
间 , 而 且 我 们 的 任务 是 要 说 明 , 究竟 是 什么 东西 为 了 认识 这 个 空间 
的 性 质 而 使 抽象 几何 有 了 发 展 

我 们 知道 , 几何 学 是 从 经 验 、 从 物体 的 空间 的 形式 和 关系 的 经 
验 研讨 , 即 从 土地 、 器具 容积 等 等 的 测量 而 产生 的 。 因 此 , 从 来 源 
说 它 像 力学 一 样 是 一 种 物理 的 理论 . 欧 几 里 得 几何 的 公理 是 从 长 
时 期 的 经 验 得 来 的 清楚 地 表述 出 来 的 结论 ， 它 们 表 出 了 自然 的 规 
律 , 因而 它们 可 以 叫做 几何 学 的 规律 , 正 像 力 学 的 基本 规律 现在 也 





了 芬 斯 坝 是 德 加 数学 家 , 伦 在 1916 年 开始 上 述 儿 何 的 详细 的 研究 
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常常 叫做 力学 的 公 型-- 样 ?5， 但 是 次 不 能 断言 , 这 些 规律 是 绝对 地 
精确 的 ， 而 且 完 全 不 需要 随 着 新 的 甸 验 寞 料 而 更 加 以 精确 化 和 加 
以 概 播 ; 论 间 的 现实 性 质 可 以 在 某 悉 程 度 上 与 欧 几 里 得 几何 所 给 
出 的 结论 有 差异 . 

这 些 论点 我 们 早已 提出 过 了 , 现在 它们 大 概 是 十 分 明显 了 黑 ， 
但 是 在 一 百年 以 前 ， 当 罗 已 切 夫 斯 基 的 思想 还 没有 闭 得 普遍 的 矢 
认 时 , 却 并 椒 是 这 样 。 在 罗 巴 切 夫 斯 基 和 高 斯 以 前 ;任何 人 也 没有 
想到 欧 几 里 得 几何 可 以 是 不 完全 精确 的 ， 而 空间 的 现实 性 质 可 以 
是 另 一些 样 子 的 、 罗 巴 切 失 斯 基 是 把 它 的 几何 当做 现实 空间 的 可 
能 性 质 的 理论 来 发 展 的 。 后 来 黎 昌 和 其 他 一 些 学 者 也 提出 了 关于 
空间 的 可 能 性 质 的 问题 ， 基 于 在 精确 测 最 时 可 能 发 生 的 测量 长 度 
的 可 能 法 则 的 问题 ,一 般 地 说 , 抽象 几何 在 其 某 些 部 分 可 以 看 作 空 
闻 的 可 能 性 质 的 理论 ， 然 而 假如 不 是 爱 因 斯 坦 1915 年 在 他 的 广 
义 相对 论 里 证实 了 罗 巴 切 夫 斯 基 和 黎 曼 的 观念 ， 这 一 切 还 会 留 在 
仍 设 的 范围 里 ， 相对 论断 言 , 现实 空间 的 儿 何 确实 与 欧 几 里 得 几 
何 海 异 ， 而 且 这 正 可 以 象 罗 巴 切 天 医大 所 希望 的 那样 以 天 
文 尺度 发 现 . 

在 刚才 关于 空间 所 说 的 话 里 ， 至 少 隐藏 了 三 个 难点 。 为 了 党 
明 这 些 难 点 , 归根 到 底 还 是 要 引 向 抽象 几何 对 物理 几何 ( 即 现实 空 
间 的 人 性质 ) 的 关系 的 问题 . 4 

第 一 个 难点 在 于 ， 设 想 现实 空间 的 性 质 如 何 地 和 在 什么 意义 
下 与 欢 几 里 得 几何 所 给 的 结论 不 同 ， 我 们 过 分 习惯 于 欧 几 里 得 几 
何 了 ， 以 致 为 了 容易 想像 一 些 什么 别 的 东西 ， 当 然 必 须 加 以 解释 
1、 

第 二 个 难点 包括 在 “现实 空间 的 性 质 ” 这 名 话 本 身 之 中 ， 空 间 

1)》 擅 弃 了 公理 的 最 初 内 容 的 公 至 的 抽 钨 理解， 是 在 50 年 前 才 发 生 的 。 它 完全 没 
有 改变 欢 几 县 得 几何 公 下 反映 自然 规律 这 个 事实 ,在 说 到 公理 而 不 是 说 到 几何 学 或 力 
学 规律 时 ， 人 们 是 希望 汉 这 此 科学 的 浊 央 的 次 绎 结构 提 到 第 一 位 ， 但 是 这 些 科学 并 不 
磺 此 而 失去 其 经 验 基础 。 一 个 理论 的 某 个 命题 叫做 公 至 ,很 如 它 被 采用 作为 这 理论 的 
光 料 结构 的 基础 。 于 是 这 焉 论 的 其 他 的 命 大 (定理 ) 鼓 可 以 月 丈 笛 淮 理 的 方法 从 到 本 
的 命 古 ( 公 现 ) 导出 。 
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被 孤立 地 理解 成 空 的 和 均匀 的 。 表面 上 看 来 在 空间 概念 本 身 之 中 
已 经 包括 了 关于 它 的 均匀 性 的 观念 ， 而 且 空 的 空间 即 “真空 "又 能 
有 些 什么 性 质 呢 ? 我 们 说 “空间 的 性 质 "时 并 未 考虑 到 这 些 问 题 ， 
但 是 只 要 路 加 考虑 , 上 述 难 点 就 可 以 变 得 十 分 明显 了 . 

第 三 个 难点 包括 在 这 种 或 那 种 儿 何 的 真实 性 的 概念 之 中 ， 麦 
面 上 看 来 事情 是 很 简单 的 : 合 平实 际 情形 的 几何 才 是 真实 的 ， 这 
当然 是 对 的 。 但 是 在 另 一 方面 我 们 却 看 到 ， 和 譬如 说 图 内 的 几何 可 
以 理解 成 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ， 因 为 加 内 的 每 一 个 几何 事实 都 可 以 
投 述 成 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 的 定理 。 因此 ,同一 个 几何 事实 既 可 以 
和 披 述 成 欧 几 里 得 几何 的 定理 ， 也 可 以 叙述 成 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 的 
定理 ， 这 说 明 两 种 几何 都 合乎 实际 情形 。 那 末 在 什么 意义 下 它们 
之 中 的 那样 一 个 是 真实 的 呢 ? 而 且 为 什么 我 们 仍然 认为 在 圆 内 事 
实 上 成 立 的 是 欧 几 里 得 几何 ， 而 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 只 是 在 其 中 有 
了 表示 、 得 到 了 解释 呢 ? 

很 明白 , 这 些 问题 确实 有 一 定 的 困难 , 才 会 使 某 些 伟大 的 数学 
家 在 当时 披 难 住 . 

解说 必须 从 所 说 难点 中 的 第 二 个 开始 ， 因 为 只 有 理解 了 什么 
是 “空间 的 性 质 ” 才能 来 解决 其 他 的 难点 . 

2， 几何 学 的 对 象 一 一 “空间 的 性 质 "一 一 由 现实 物体 的 性 所、 
它们 的 物质 关系 和 形式 组 成 。 在 现实 空间 里 ，“ 位 置 "*“ 点 "、“ 方 
向 "等 等 都 由 物体 决定 .“ 这 里 "和 “那里 ”“ 向 这 里 ”和 “向 那里 "等 
等 也 只 有 在 与 这 个 或 那个 物 颖 对 象 的 联系 和 姜 系 中 才 有 意义 .“ 这 
里 "可 以 是 指 “ 在 地 上 ”、“ 在 这 个 房间 里 "等 等 的 意义 ; 总 之 “这 里 ” 
总 是 指 由 这 些 或 那些 物质 特征 决定 的 位 置 。 同样 地 ， 蔷 如 说 直线 
并 不 实际 存在 , 而 存在 的 只 是 拉 紧 的 线 , 或 者 尺 的 边沿 ,或 者 光线 ， 
而 一 般 的 直线 , “直线 本 身 ” 是 反映 了 这 些 物 质 直 线 的 公共 的 性 质 
的 抽象 ， 正 象 我 们 说 “一 般 的 房屋 "是 反映 本 房屋 的 公共 性 质 的 抽 
象 一 样 “ 一 般 的 房屋 "并 不 能 在 各 个 现实 的 房屋 之 外 而 独立 存在 . 

空间 性 质 的 这 个 客观 的 特点 由 辨证 唯物 主义 的 就 知 命题 卖 
出 。 空 间 是 物质 存在 的 形式 。 对象 的 形式 由 其 各 部 分 的 联系 各 关 
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系 决 定 ， 空 间 的 铺 构 是 一 系列 物体 的 关系 和 现象 的 规律 性 ， 这 就 
是 空间 关系 对象 的 空间 颗 序 、 它 们 的 相互 关系 等 等 ， 但 是 正 像 每 
一 个 形式 都 不 能 脱离 内 容 一 样 ， 即 使 是 在 抽象 方面 和 在 一 定 的 范 
围 内 , 空间 也 不 能 脱离 物质 。 关 本 “孤立 的 "空间 ,没有 物质 的 空间 
的 观念 是 不 能 滥用 的 抽象 现实 的 空间 关系 和 形式 ;: “这 里 "在 
… 之 间 ”“ 在 … 之 内 ”直线 "“ 球 "等 等 , 总 是 物体 的 关系 和 形式 ， 
而 儿 何 学 是 抽象 地 米 讨论 它们 的 。 从 具体 性 得 出 的 这 种 抽象 是 必 
要 的 ， 因 为 否则 就 不 能 认识 在 对 象 的 各 种 具体 关系 中 所 共有 的 东 
西 ， 但 是 不 能 把 这 种 抽象 绝对 化 ， 不 能 用 抽象 的 概念 来 代替 客观 
的 现实 性 . 

在 完全 没有 物质 的 踪迹 的 绝对 空 的 空间 里 ， 无 法 区 别 任何 位 
置 、 任 何方 向 , 因此 也 就 没有 位 置 , 没有 方向 ,因而 绝对 空 的 空间 变 
成 什么 也 没有 了 .。 即使 在 空 的 空间 的 抽象 观念 里 ， 也 隐 食 着 在 其 
中 能 区 别 不 同 的 位 置 和 方向 的 意思 .。 换 句 话说 ,在 空间 的 拙 象 观 
念 里 就 包含 着 位 置 、 方向、 距离 的 可 区 别 性 , 这 种 可 区 别 性 在 现实 
空间 中 存在 就 是 由 于 这 空间 是 不 可 分 割地 与 物体 相 联 系 的 ， 

总 之 , 空间 是 物质 存在 的 形式 ; 因此 ,“ 空 间 的 性 质 ” 是 物质 的 
性 质 ,是 物体 的 已 知 关 系 、 相 互 位 置 、 大 小 等 等 的 性 质 . 

其 次 ,为 了 使 得 几何 定理 具有 物理 意义 ,必须 知道 在 其 中 应 该 
如 何 理解 "直线 ~“ 距离" 和 其 他 的 几何 概念 在 8$4 里 我 们 看 到 ， 
局 一 个 几何 定理 许可 不 同 的 解释 . 

因此 , 在 比较 几何 学 与 经 验 时 , 必须 尽 可 能 精确 地 确定 几何 概 
念 的 物理 意义 ,因为 几何 学 描述 现实 空间 的 性 质 是 有 条 件 的 , 这 条 
件 就 是 它 的 概念 具有 对 应 的 物理 意义 ,没有 这 个 物理 意义 , 几何 学 
的 定理 就 只 有 抽象 数学 的 、 形 式 的 特性 了 , 这 已 经 包含 了 上 而 所 说 
的 第 二 个 难点 的 解答 了 . 这 个 难点 的 产生 , 是 因为 想 用 “纯粹 ” 空 
间 、“ 自 在 ”空间 , 来 代替 不 可 分 割地 与 物质 相 联系 的 现实 空间 , 然 
耐 前面 那 种 空间 只 不 过 是 抽象 罢了 . 

38.， 现在 就 容易 理解 另外 两 个 难点 如 何 解决 了 . 

第 一 , 怎么 可 以 设想 现实 空间 的 竹 质 与 政 几 里 得 空间 不 同 驱 ? 
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设 我 们 希望 检验 欧 几 里 得 几何 的 某 个 断言 ， 例 如 三 角形 各 角 之 和 
等 于 180°, 或 者 圆周 长 度 等 于 2xR. 为 了 检验 第 一 个 汤 言 , 必须 确 
定 , 讨论 的 是 怎样 从 物理 上 决定 的 三 角形 ,它们 的 角 又 如 何 决定 
设 三 角形 的 边 是 真空 中 的 光线 。 在 这 种 情况 下 ,很 精确 的 实验 会 
显示 出 三 角形 各 角 之 和 与 180° 的 差异 , 这 并 不 是 什么 不 可 思议 的 
事 ， 同样 可 以 设想 , 用 同一 个 尺度 来 测量 半径 和 圆周 会 得 出 一 种 
铺 果 ,， 它 并 不 是 精确 地 满足 关系 1 一 2xB 的 . 比方 说 这 在 地 球 玫 
面 上 就 是 这 样 , 在 地 球 表 面 上 圆周 长 度 并 不 与 半径 成 正比 ,而 是 较 
惕 地 增长 , 而 且 当 半径 等 于 子午 线 的 一 半 时 达到 其 极 大 值 。 对 于 
这 一 点 可 能 有 异议 ， 谁 不 知道 在 地 球 表面 上 起 直线 作用 的 是 大 图 
弧 , 因而 半径 在 这 里 有 另 一 个 意义 ,所 以 我 们 的 结果 并 不 与 欧 几 里 
得 几何 矛盾 ， 然 而 , 根据 相对 论 , 在 较 大 质量 的 物体 邻近 , 圆周 长 
度 对 “实在 的 "半径 的 比值 仍然 与 2+ 有 一 些 差异 , 那 就 是 说 , 均匀 
的 球状 物体 的 赤道 对 它 的 半径 的 比值 有 下 列 近似 公式 ， 


圆周 长 度 (1 2M 
一 平息 一 一 2 人 村 ), 


这 里 W 是 物体 的 重量 (以 吨 计 算 ), 及 是 物体 的 半径 (以 公 时 计 
算 ),c 一 300, 000 公里 / 秒 是 光速 ,% 是 引力 常数 , 在 所 取 的 测量 单 
位 下 等 于 86.6x10-9. 

这 样 一 来 , 我 们 看 到 , 圆周 长 度 对 半 徐 的 比值 不 等 于 2r, 而 稍 
稍 小 些 ， 从 计算 知道 , 在 太阳 表面 上 这 个 比值 与 3r 的 差异 接近 于 
0.000004, 而 在 平均 密度 有 水 的 密度 的 50, 000 悄 大 的 天 狼 星 伴星 
的 表面 上 ,这 差异 已 经 达到 0.00014. 

当然 还 可 以 反驳 说 , 这 一 切 仍然 无 法 设想 , 在 空间 的 直观 表象 
中 总 还 是 欧 几 里 得 式 的 . 这 种 反驳 不 应 该 使 我 们 动摇 , 首先 因为 
科学 的 任务 并 不 是 为 了 给 出 现象 的 直观 表象 ， 而 是 为 了 得 到 理解 
它们 的 结果 。 直观 的 麦 象 是 有 限制 的 , 不 能 超出 使 我 们 的 器 官 获 
得 感觉 的 惯常 形象 的 范围 。 所 以 我 们 如 果 不 用 一 些 什么 模型 来 代 
着 现象 , 就 不 能 直观 地 设想 紫外 线 、 无线电 波 的 传播 、 电子 在 原子 
里 的 运动 以 及 很 多 其 他 的 东西 ， 但 是 这 完全 不 表明 这 些 现象 不 能 
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被 我 们 所 理解 .相反 地 , 例如 无 线 电 技术 的 成 就 就 明白 地 指出 , 我 
们 完全 掌握 了 元 线 电 波 , 因此 也 就 是 十 分 好 地 理解 了 它们 ， 其 次 ， 
什么 可 以 设想 、 什 么 不 可 以 设想 这 一 问题 的 解决 依赖 于 焉 象 的 习 
惯 和 训练 能 够 设想 一 种 头 朝 下 (相对 于 我 们 来 说 ) 走路 的 对 咏 人 
吗 ? 现在 我 们 可 以 设想 这 个 ,而 在 当时 , 对 叹 人 的 “不 可 想象 " 正 是 
反对 地 球 的 球形 的 论据 哩 . 

.现在 我 们 转 到 最 后 一 个 难点 , 即 哪 一 个 几何 才 算 是 真实 的 
问题 ， 在 这 个 问题 的 提 法 中 就 已 指出 , 圆 内 的 几何 事实 既 可 以 叙 
述 成 欧 几 里 得 见 何 的 定理 ， 也 可 以 叙述 成 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 定 
再 。 因此, 这 两 种 几何 都 合乎 实际 情形 , 即 它们 都 是 真实 的 ， 而 且 
在 这 里 终究 并 无 任何 不 可 思议 之 处 ， 同 一 个 现象 总 可 以 用 不 同 的 
方式 来 描述 ; 同一 个 量 可 以 用 不 同 的 单位 来 测量 ; 同一 条 曲线 可 以 
用 依赖 于 坐标 系 的 选取 的 不 同 的 方程 来 给 定 . 完全 同样 地 ， 从 几 
何 关 系 分 出 的 已 知 部 分 (例如 在 所 讨论 的 例子 里 的 图 内 的 关系 ) 可 
以 用 不 同 的 方法 来 描述 ， 但 是 我 们 提 的 问题 不 是 关于 几何 事实 的 
某 个 孤立 的 部 分 , 而 是 关于 最 普遍 的 空间 关系 ， 空间 是 物质 存在 
的 普遍 形式 , 因此, 在 提出 关于 空间 性 质 的 问题 时 ,都 不 能 人 工地 
分 出 任何 这 实 范围. 

在 几何 量 的 问题 的 这 种 提 法 下 ， 不 能 认为 几何 事实 能 够 脱离 
与 它们 有 必要 联系 的 其 他 现象 而 独立 . 举例 说 , 线段 的 长 度 是 用 
移动 刚体 尺 的 方法 来 决定 的 ， 因 而 长 度 的 测量 必须 与 刚体 运动 相 
联系 ， 即 与 力学 相 联 系 ， 几何 学 不 能 与 力学 分 离 。 然而 在 $4 里 
指出 过 ， 在 圆 内 调 最 长 度 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 解释 下 是 以 完全 
另外 的 方式 进行 的 ; 这 时 弦 有 了 无 穷 的 长 度 ， 显然 , 这 样 定义 的 测 
其 不 符合 于 关于 测量 的 原来 的 观念 ， 后 者 却 是 在 被 比较 的 现实 物 
体 的 力学 位 移 的 基础 上 产生 的 ， 一 般 地 说 ,在 欧 几 里 得 几何 的 意 
义 下 相等 的 图 形 , 按照 欧 几 里 得 几何 的 来 源 , 就 是 经 过 力学 的 运动 
可 以 彼此 选 合 的 图 形 。 在 罗马 切 夫 斯 基 几 何 的 铸 释 里 ， 相等 是 另 
外 定义 的 ,在 那里 占有 移动 的 地 位 的 是 另 一 种 变换 .因此 , 如果 闻 
内 的 几何 事实 是 在 它们 与 力学 的 必要 联系 中 考虑 的 ， 则 我 们 应 该 
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承认 ， 在 圆 内 实际 上 成 立 的 正 是 (具有 较 大 精确 性 的 ) 欧 几 里 得 用 
何 ， 

欧 几 里 得 几何 是 以 刚体 的 普通 力学 运动 作为 移动 的 几何 ， 这 
就 是 为 什么 人 们 首先 发 现 欧 几 里 得 几何 而 不 是 任何 其 他 的 儿 何 的 
道理 .但 是 物理 学 的 发 展现 在 已 经 得 出 这 样 的 结论 , 牛顿 的 力学 定 
律 连同 欧 几 里 得 几何 的 规律 都 只 是 更 精确 和 更 普遍 的 规律 的 近似 
黑 了 ， 在 相对 论 里 实现 的 几何 规律 从 欧 几 里 得 几何 过 滤 到 黎 曼 儿 
何 的 这 种 改变 , 不仅 在 力学 里 起 作用 ; 这 在 电磁 现象 和 实验 里 也 有 
着 不 更 小 的 (假如 不 更 大 的 话 ) 意义 ， 几 何 学 作为 与 物理 学 相 联 系 
的 关于 空间 性 质 的 科学 , 它 依赖 于 物理 学 , 而 且 只 有 在 抽象 中 、 在 
一 定 范围 内 才能 离 它 而 独立 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 已 经 指出 了 几何 学 对 物理 学 的 依赖 性 和 空间 性 
质 对 物质 的 依赖 性 ， 它 预见 了 几何 学 的 规律 在 过 渡 到 新 的 物理 现 
象 的 领域 里 可 能 改变 。 站 在 这 个 唯物 主义 观点 的 对 立 面 ， 著 名 的 
数学 家 庆 加 菜 在 较 近 的 时 期 还 断言 ， 这 种 或 那 种 几何 学 的 选择 只 
是 由 单纯 的 想象 或 者 象 著名 的 唯心 主义 者 马 趟 的 所 谓 “ 思 维 的 经 
济 " 所 决定 的 ， 在 这 个 基础 上 , 庞 加 莱 甚至 预言 ， 要 科学 放弃 光 的 
直线 传播 定律 ， 也 要 比 放 弃 欧 儿 里 得 几何 更 容易 些 ， 因 为 后 者 是 
“ 太 简 单 了 ?然而 庞 加 莱 只 差 三 年 没有 能 活 到 广义 相对 论 的 终于 
建立 ， 在 广义 相对 论 里 正好 得 到 相反 的 结果 :放弃 了 欧 几 里 得 几 
何 , 但 是 却 保留 了 光 的 传播 定律 , 当然 是 在 更 普遍 欧 形 式 下 , 光 是 
沿 着 测 地 线 而 传播 的 . 这 并 不 是 马 忒 主义 者 的 观点 的 第 一 次 失败 ， 
在 本 世纪 的 前 夕 , 马赫 主义 者 和 其 他 相近 流派 的 唯心 主义 者 断言， 
原子 只 是 思维 的 符号 或 者 这 一 类 的 什么 东西 ， 但 是 决 不 会 是 客观 
的 现实 性 .。 然而 没有 过 去 多 少年 , 原子 的 现实 性 就 被 人 用 最 可 信 
的 实验 证 明了 .不 管 这 一 切 , 几何 学 的 唯心 主义 认识 , 也 正 像 在 其 
他 科学 中 一 样 , 仍然 保留 在 某 些 资 产 阶级 学 者 中 间 。 对 于 这 些 学 
省 说 ,资产 阶级 的 意识 形态 还 是 有 力 的 客观 真理 . 

总 之 ,我 们 引 向 下 面 的 结论 。 从 诸 般 事实 分 出 的 同一 部 分 ,一 
般 地 说 可 以 作 不 同 的 描述 ,而 且 所 有 这 种 描述 都 是 真实 的 , 只 要 它 
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们 反映 了 现实 性 ， 然 而 最 具 普遍 性 的 几何 事实 决 不 能 在 与 其 他 规 
条 割裂 的 资 况 下 讨论 . 空间 性 质 之 所 以 可 以 确立 ,就 因为 它 是 物 
质 存在 的 普遍 形式 。 而 在 与 物理 学 的 联系 中 接受 儿 何 学 时 ， 我 们 
必须 使 它们 彼此 适应 ， 于 是 各 种 “几何 之 问 的 实质 的 差别 也 就 暴 
露 了 出 来 ， 这 种 差别 在 与 物理 学 割裂 的 时 候 可 能 只 是 由 于 较 多 或 
较 少 单纯 性 而 有 所 不 同 罢了 。 欧 几 里 得 儿 何 的 出 现 ， 并非 因 为 它 
比 其 他 几何 简单 ,而 是 因为 它 对 应 于 力学 ， 而 现在 就 是 由 于 物理 
学 的 发 展 ,在 相对 论 里 才 转 入 更 复杂 的 几何 一 一 歼 总 儿 何 . 

一 甸 话 , 对 于 现实 空间 的 性 质 说 来 , 真实 的 是 这 样 的 儿 何 , 它 
充分 精确 地 反映 了 最 具 普遍 性 的 空间 关系 的 性 质 ， 因 此 它 不 仅 符 
合 纯 几 何 的 事实 , 而 且 也 符合 力学 以 至 于 整个 物理 学 . 

5， 上 面 关于 相对 论说 得 不 多 ， 间 时 没有 提 到 它 的 主要 内 容 ， 
在 理解 空间 问题 时 ， 它 比 罗 巴 切 夫 斯 基 和 黎 曼 关于 这 个 问题 所 想 
到 的 要 走 得 远 得 多 . 

相对 论 的 最 主要 的 和 最 基本 的 命题 是 这 样 的 ， 空 间 与 时 间 有 
不 可 分 割 的 密切 关系 , 它们 共同 组 成 物质 存在 的 统一 的 形式 ， 时 
空 的 四 维 流 形 。 世界 上 的 事物 由 位 置 和 时 间 刻 画 , 因此 就 要 用 到 
四 个 坐标 ;三 个 空间 坐标 和 第 四 个 时 间 坐 标 一 一 事物 的 时 间 ， 在 
这 意义 下 ， 事 物 就 组 成 四 维 的 集合 ， 这 是 从 其 结构 的 观点 看 来 的 
四 维 的 集合 ， 含 弃 了 各 个 现象 的 性 质 而 且 首 先 考 虑 相对 论 . 它 并 
不 是 以 快速 运动 的 理论 .宇宙 论 、 新 的 空间 或 时 间 的 理论 作为 其 基 
础 和 本 质 的 ， 它 只 不 过 是 把 空间 和 时 间 看 作物 质 存在 的 统一 形式 
的 理论 罢了 . 

当然 ， 在 牛顿 的 力学 里 也 可 以 把 空 全 和 时 间 统 一 在 一 个 四 维 
流 形 之 中 ,我 们 已 经 提 到 过 , 多 维 空间 的 天 想 首先 是 拉 格 朗 日 考虑 
质点 的 运动 时 产生 的 , 他 在 空间 坐标 %.y、z 之 外 添上 了 时 间 t。 于 
是 点 的 运动 就 由 具有 坐标 2.y、z、t 的 四 维 空间 中 的 曲线 表 出 ; 在 
点 运动 时 , 位 置 (%, y, z) 和 时 间 # 这 四 个 坐标 都 改变 。 然 而 空间 
和 时 间 的 这 种 统一 具有 纯 形 式 的 特点 ， 在 这 里 并 未 在 空间 和 时 间 
之 间 建立 任何 内 在 的 必要 的 联系 .当然 , 在 运动 规律 里 , 每 一 个 物 
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体 都 有 其 空间 位 置 对 时 间 的 依赖 性 但 是 这 奉 涉 的 仅 是 每 个 已 知 
的 运动 , 不 论 是 在 力学 里 还 是 一 般 地 在 物理 学 里 ,在 相对 论 以 前 都 
没有 建立 过 空间 和 时 间 之 间 的 任何 一 般 的 内 在 联系 ， 总 是 单独 地 
把 事物 和 现象 的 空间 关系 、 空 间 顺 序 与 它们 在 时 间 里 的 关系 和 顺 
序 区 别 开 来 .事物 的 时 间 的 先后 .时 间 间 隔 的 延续 性 , 都 被 认为 是 
与 什么 东西 也 无 关系 地 绝对 的 和 确定 的 ， 简短 地 说 ， 绝 对 的 时 间 
的 概念 在 物理 学 中 到 处 占 统治 地 位 ， 

爱 因 斯 坦 的 伟大 的 发 现 , 不 仅 形成 了 相对 论 的 基石 ,而 且 是 在 
空间 和 时 间 问 题 的 一 般 物 理 和 芹 学 认识 里 的 转折 点 。 这 个 发 现 指 
出 ,绝对 的 时 间 在 现实 世界 中 是 不 存在 的 ， 当 爱 因 斯 坦 在 1905 年 
建立 了 他 的 理论 ?以 后 不 久 , 浆 科 夫 斯 基 指出 , 相对 论 的 本 质 与 其 
说 是 拒绝 了 绝对 的 时 间 ， 还 不 如 说 是 确立 了 空间 和 时 间 的 相互 联 
系 , 因而 就 有 了 物质 存在 的 统一 的 绝对 形式 ; 时 空 ， 而 空间 一 一 空 
间 坐 标 一 一 从 时 间 、 从 时 间 坐 标 上 分 出 , 在 某 种 程度 下 是 相对 的 ， 
依赖 于 那 种 物质 体系 一 一 “计算 体系 " 的， 现象 的 空间 的 和 时 间 的 
顺序 就 是 对 于 这 体系 而 决定 的 ， 对 于 一 个 体系 说 是 相同 的 事物 ， 
在 对 另 一 个 体系 来 说 时 可 以 不 是 相同 的 . 

在 决定 现象 的 顺序 时 ， 当 然 不 会 也 不 能 有 与 计算 体系 的 完全 
的 依赖 性 ， 由 直接 的 相互 作用 联系 的 事物 的 顺序 自然 对 于 所 有 的 
体系 说 都 是 同一 个 样子 ,因而 作用 总 在 它 的 结果 之 前 。 但 是 对 于 
并 不 与 相互 作用 联系 的 事物 ， 在 时 间 方 面 的 顺序 就 显得 是 相对 的 
了 ,因为 空间 的 顺序 (在 其 纯粹 的 形式 里 ) 是 对 于 同时 的 事物 说 的 ， 
而 同时 性 却 是 相对 的 ， 所 以 把 纯粹 的 空间 关系 从 时 空 关系 的 一 般 
集合 中 分 出 来 显得 是 相对 的 , 依赖 寺 计 算 体系 的 。 在 绝对 意义 下 
的 空间 显得 似乎 是 四 维 时 空 流 形 被 同时 的 (对 于 已 知 体系 而 说 ) 事 
驳 所 作 的 裁 面 . 

在 我 们 的 问题 里 不 可 能 引入 相对 论 原 理 的 叙述 ， 我 们 只 能 尽 
有 基 用 最 简短 的 话 以 这 样 的 形式 来 刻画 它 的 原理 ， 使 得 它们 能 够 在 

1) 爱 因 斯 坦 在 1905 年 建立 的 理论 叫做 狭义 相对 论 ， 这 是 对 于 爱 基 ' 斯 坦 企 1915 
年 建立 的 “广义 "相对 论说 的 。 
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与 抽象 几何 的 思想 的 联系 中 最 自然 地 被 理解 。 顺便 说 一 下 ,这 个 
理解 与 爱 因 斯 坦 自己 的 出 发 点 也 有 实质 的 区 别 . 

宇宙 可 以 看 作 是 各 种 各 样 的 事物 的 集合 。 所 谓 事 物 , 在 这 里 
不 仅 是 指 在 空间 中 储 展 而 且 在 时 间 中 延续 的 现象 ， 而 日 基 指 任 何 
瞬时 而 又 点 状 的 事物 , 类 似 于 点 状 灯火 的 瞬时 爆发 ， 用 几何 的 语 
言 来 说 , 事物 是 宇宙 的 四 维 流 形 的 点 . 

时 空 是 物质 存在 的 形式 ， 是 这 个 字 宙 流 形 的 形式 。 时 空 的 结 
构 , 它 的 “几何 “不 是 别 的 , 而 是 字 宙 的 某 个 一 般 的 结构 , 即 根据 我 
们 的 讨论 是 事物 集合 的 “几何 "， 这 个 结构 由 事物 的 某 些 普 记 的 物 
质 的 相互 联系 和 关系 决定 . 

首先 ,我 们 在 上 面 已 经 对 于 空间 关系 解说 过 , 这 应 该 就 是 物质 
的 关系 和 相互 联系 ， 对 于 现象 在 时 间 里 的 关系 这 也 是 对 的 ， 以 纯 
粹 形式 出 现 的 空间 的 和 时 间 的 关系 本 身 只 是 抽象 黑 丁 - 

其 次 ,决定 时 空 结构 的 事物 的 关系 , 应 该 根据 时 空 的 普遍 性 而 
有 普遍 的 特性 . 

事物 的 这 种 普遍 的 物质 关系 者 示 它 们 的 因果 联系 ， 丝 一 个 事 
物 这 样 或 那样 地 、 直 接 或 同 接地 作用 于 其 他 一 些 事 物 , 而 它 自己 又 
经 受 其 他 事物 的 作用 .一 些 事 芍 作 用 于 另 一 些 事物 的 这 个 关系 就 
决定 了 时 空 的 结构 . 

因此 ,相对 论 许可 给 出 下 列 定义 。 时 空 是 事物 的 集合 , 这 时 我 
们 会 弃 了 事物 的 所 有 具体 的 性 质 和 关系 ， 只 保留 一 些 事物 作用 于 
另 一 些 事物 的 普遍 关系 这 里 在 一 般 的 意义 下 ， 这 个 关系 本 身 也 
应 该 在 从 它 的 各 种 各 祥 的 具体 形式 的 抽象 中 来 理解 . 

在 狭义 相对 论 里 , 时 空 算是 最 大 限度 均匀 的 。 这 表明 事物 的 
流 形 许可 作 不 破坏 事物 间 的 作用 关系 的 变换 ， 而 且 这 种 变换 的 
群 在 一 定 的 意义 下 是 最 大 可 能 的 。 例如 设 有 两 对 事物 4, 召 和 
4 召 ,而 且 4 不 作用 于 8B, 召 也 不 作用 于 4; 对 于 和 妇 和 恕 也 有 
同样 的 情况 .于 是 就 存在 事物 之 问 的 这 种 对 应 , 它 使 4 对 应 于 4 
召 对 应 于 B', 而 且 这 时 对 于 任何 一 对 事物 ,作用 (或 者 不 作用 ) 关 
系 不 被 破坏 ， 即 如 果 斑 作用 于 工 , 则 对 应 的 事物 茸 ' 也 作用 于 
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卫 , 而 用 如 果 入 不 作用 于 卫 , 网 王 " 也 不 作用 二 天. 

出 此 可 见 ， 从 狭义 相对 论 的 观点 硕 来 , 时 空 是 一 种 四 维 空间 ， 
它 的 几何 由 某 个 变换 群 决定 。 这 种 变换 不 是 别 的 ， 正 是 著名 的 罗 
仑 兹 变换 ， 几 何 和 物理 的 规律 在 这 种 变换 下 不 改变 ， 这 种 看 法 对 
应 于 在 8 6 里 说 过 的 、 出 克 菜 因 在 他 的 受 卫 浪 根 纲领 里 提出 的 那 
种 对 几何 学 的 看 法 . 

6， 广 义 相 对 论 跑 得 还 要 远 些 , 它 放 弃 了 关于 时 空 的 均匀 性 的 
观念 ， 它 认为 时 空 只 是 在 充分 小 的 区 域 里 以 一 定 的 近似 性 而 均匀 
的 , 但 是 整个 却 是 不 均匀 的 , 根据 爱 因 斯 坦 的 理论 , 时 空 的 不 均匀 
性 由 物质 的 分 布 和 运动 决定 时 空 的 结构 本 身 又 决定 物体 的 运动 
规律 , 而 且 这 是 在 万 有 引力 的 现象 里 发 现 的 。 广义 相对 论 就 其 本 
质 说 是 在 时 空 结构 与 物质 运动 的 联系 中 说 明 引力 的 引力 理论 ， 

只 在 微小 的 区 域内 以 一 定 的 近似 性 而 均匀 的 时 空 的 观念 ， 类 
似 于 只 “在 无 穷 小 范围 内 ”是 欧 几 里 得 式 的 黎 曙 空间 的 观念 ， 从 数 
学 上 看, 当然 在 实质 上 有 改变 的 意义 下 , 广义 相对 论 里 的 时 空 可 以 
解释 成 一 种 黎 曲 空间 . 

那 就 是 说 , 在 四 维 黎 曼 空间 里 ,在 每 个 点 邻近 可 以 引进 坐标 ， 
使 得 线性 元 素 的 平方 由 公式 ds 一 do3 十 da3 十 dz3 十 det 表 出 . 

在 时 空 里 , 可 以 在 每 个 事物 的 邻 域 里 引进 坐标 , 使 得 线性 元 素 
由 公式 gs? 一 dz 十 bp 十 di 一 cd 表 出 ， 这 里 e 是 光速 ， 它 在 测量 
单位 的 对 应 选取 下 可 以 认为 就 等 于 单位 数 ， 公式 中 的 zy, + 是 
空间 的 坐标 , t 是 时 间 。 dl 前 的 负 号 形式 地 表示 了 时 间 坐 标 与 空 
间 坐 标 ( 时 间 与 空间 ) 的 实质 的 、 根 本 的 区 别 . 

在 引力 理论 里 起 最 重要 作用 的 是 关于 时 空 的 曲率 的 概念 ， 由 
受 因 斯 坦 给 出 的 这 个 理论 的 基本 的 方程 ， 正 好 联系 了 刻 趣 时 空 的 
曲率 的 量 与 刻 划 物质 的 分 布 和 运动 的 量 ， 这 些 方程 同时 是 引力 场 
的 方程, 而 且 正 像 爱 因 斯 坦 在 佛 克 的 合作 下 所 证 明 的 , 从 其 中 引出 
物体 在 引力 场 中 的 运动 规律 . 

按照 广义 相对 论 , 时 空 的 结构 显得 是 复杂 的 , 而 有 号 即使 在 狭义 
相对 论 里 可 以 允许 的 那 种 程度 下 ， 空 间 也 不 能 从 时 间 分 出 ， 然而 
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以 一 定 的 近似 性 和 在 一 定 的 假定 下 这 是 可 以 做 到 的 ， 在 与 宇宙 尺 
度 相 比 是 微小 的 区 域 里 ， 空 间 以 充分 的 正确 性 显得 是 网 几 里 得 式 
的 ， 但 是 在 较 大 的 区 域 里 却 显示 出 与 欧 儿 里 得 几何 的 差异 . 这 个 
差异 依赖 于 物质 质量 的 分 布 和 运动 ， 而 且 在 户 大 质量 的 星体 邻近 
还 达到 值得 注意 的 (虽然 仍然 是 很 小 的 ) 量 ， 而 整个 地 都 在 宇宙 尺 
度 之 内 ， 在 一 系列 关 于 宇宙 结构 的 假设 中 ,整个 说 来 都 近似 地 假 
定 质量 是 均匀 地 平均 分 布 的 。 在 一 个 这 种 假定 的 理论 中 ,由 苏联 
物理 学 家 兼 数学 家 弗 利 德 曼 假定 的 空间 的 几何 整个 地 重合 于 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 . 

在 相对 论 里 , 抽象 几何 不 仅 是 作为 数学 工具 而 得 到 其 应 用 , 抽 
象 空间 的 观点 本 身 也 给 出 了 这 个 理论 原 理 的 最 深入 的 下 述 方法 ， 
在 现实 中 开辟 了 由 抽象 几何 来 规划 的 可 能 性 ， 而 且 理论 上 的 思维 
获得 了 燃 煌 的 胜利 ， 从 物体 的 空间 关系 和 形式 的 经 验 研 究 生 长 起 
来 的 抽象 几何 ， 现 在 与 作为 现成 的 数学 方法 的 现实 空间 的 研究 相 
对 立 了 ， 这 是 科学 的 一 般 途 径 : 它 从 经 验 中 的 直接 数据 提高 到 理 
论 上 的 推广 和 抽象, 它们 重 又 回 到 经 验 , 作为 更 深入 地 认识 现象 本 
质 的 工具 , 给 出 已 知 现象 的 解释 和 新 现象 的 预言 , 指出 人 类 实践 活 
动 的 方向 ,而 且 在 其 中 求 得 自己 的 证 明和 进一步 发 展 的 泉源 . 


文 献 了 


A. A. AzekCanapoB, Teoverpna. BO9，?. orp. 533 一 550. 

B. HT，Jeaobe，Fparaoe maoxegle osasameracTBa Benpyrdpopeqn Bom Ta8B- 
Merpnr JoGasencroro. 了 37- 2 0, Tocrexuexsr, 1964. 

11. A. IIepoxos a B. ®. Karaa，CrpoeEE6e Hesss iacao reoyerpaE, TOCTeraoAar, 
1950. 

也 含 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 内 容 , 它 的 叙述 易 懂 并 且 比 较 完全 . 

B. 中 Karag, Teowerprsecsne 了 503 pmeasa n MX COpexeatoe DagpR THe, TTTIH, 
1993. 

N. H. Pioxaenes a C. H. Npabxuaa, Teopua oreo"irenseoore A, Daaneliea, 
Tocrexaeast, 1940. 

B. A. ok, Coppeusnean seopaa npoorpasory: E Bpexecnt. “[]pa popa”, JE12, 
1953. 

也 还 请 参看 第 七 章 (第 二 卷 ) 和 第 十 八 章 的 文献 。 


184。 


以 尽 可 能 昂 代 的 形式 讲述 关于 琉 实 空间 的 几何 学 的 现代 观点 原理 的 文章 . 
B. A. Pog, Teopag IpocrpaucTaa, spowoun n Tarorenps, TooTermanar, 1955, 
日. B. 时 非 莫 夫 : 高 等 几何 学 (分 上 \ 下 两 册 ) ,高 等 教育 出 版 社 ,1956. 
I. 上- 拉 会 天 斯 基 : 暑 巡 几何 与 张 量 分 析 , 高 等 教育 出 版 社 , 上 了 1955, 下 册 1953。 
3. Rapmag， Teouerpas PEMaS03GT ypocrpeaors, OHTH, 1936. 
为 区 过 消 汶 的 读者 广 证 地 讲述 对 名 的 专门 盖 作 。 
玲 光 明 译 


闫 祖 基 校 





*135- 





第 十 八 章 拓 扑 学 


§1. 拓扑 学 的 对 象 


“ 附 贴 性 是 物体 的 一 个 特殊 的 属性 ， 如 果 我 们 把 这 个 性 质 
据 , 而 把 物体 其 他 的 一 切 属性 , 不 问 是 本 质 的 或 偶然 出 现 的 , 均 不 
子 考虑 ,那么 就 说 所 考虑 的 是 几何 物体 ,” 

这 是 罗 巴 切 夫 斯 基 在 他 的 著作 "新 几何 原本 ”9 第 一 章 开头 的 
一 句 话 . 

当 用 图 (图 二 来 说 明 上 面 这 句 话 的 意思 时 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 继 
续 写 道 : “两 个 物体 4, 互相 
烙 合 时 产生 几何 物体 C.…'… 反 
之 ,每 个 物体 被 任意 的 稚 面 S 
划分 为 两 部 分 4，B” 

这 些 关于 附 贴 ,. 近 售 、 无 腿 信 
近 的 概念 ， 以 及 在 某 种 意义 下 与 
之 对 个 的 狗 体 的 被 断 概 念 被 罗 巴 
切 夫 斯 基 拿 来 当 作 整 个 几何 学 的 
基础 概念 ， 如 果 用 现代 眼光 来 大 
的 语 ， 实 质 上 这 也 是 拓扑 学 中 基本 的 且 占 最 主要 地 位 的 概念 ， 因 
此 , 这 位 伟大 几何 学 家 的 近代 评论 者 们 说 :“ 罗 巴 切 夫 斯 基 在 数学 
史上 第 一 次 试图 从 物体 的 拓扑 性 质 出 发 来 构筑 几何 学 ……. 罗 巴 
切 失 斯 菇 用 物体 附 贴 与 规 断 的 术语 来 决定 曲面 、 曲 线 和 点 的 概 
念 ”， 他 们 这 样 的 评论 是 完全 正确 的 ,足以 反映 出 附 贴 与 裁 断 概念 





1) 互 . 了. 罗 巴 切 夫 斯 基 全 集 , 短 二 卷 ,国立 科学 技术 型 论 书籍 出 版 社 ，1949, 163 
页 ， 
3 “新 几何 原本 ”注解 , 同 书 ,465 页 - 
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的 一 些 含有 多 样 性 内 容 的 具体 几何 图 像 ， 这 些 可 以 在 下 列 的 图 2 
星 看 到 ， 这 些 图 例 是 罗 巴 切 夫 斯 基 为 车 同样 的 目的 而 举 出 的 , 我 
们 取 自 上 面 引 到 过 的 原 书 . 





图 2 

如 果 儿 何 图 形 的 变换 不 破 永 图 形 各 部 分 的 附 巾 关系， 出 这 个 
变换 叫 作 连 续 变 换 , 如 果 不 仅仅 附 贴 关系 没有 被 破坏 , 并 且 也 没有 
增添 出 新 的 附 贴 关系 , 则 变换 叫 作 是 拓扑 变换 ， 因 此 ,任何 图 形 受 
到 拓扑 变换 时 , 图形 中 互相 附 贴 的 部 分 仍然 是 互相 附 贴 的 , 而 不 互 
相 附 贴 的 部 分 , 仍然 大 不 互相 山 贴 的 简单 地 说 , 在 拓 扩 变换 之 下 
路 不 会 产生 世 玖 , 也 不 会 产生 炸 合 ， 特 别 , 两 个 不 同 的 点 不 能 合 为 
一 点 (在 这 个 情形 产生 了 新 的 附 贴 , 图 3)， 因 此 ,如 果 把 图 形 看 作 
是 由 它 的 点 所 产生 的 , 则 拓扑 变换 不 仅仅 是 连续 的 ,并且 是 一 点 对 
一 点 的 对 应 , 图 形 中 任意 两 个 不 同 的 点 变 为 两 个 不 同 的 点 。 于 是 ， 





拓扑 变换 就 是 双边 连续 与 双边 一 对 一 的 变换 . 

从 直观 上 来 看 , 任意 一 个 几何 图 形 (曲线 曲面 等 等 ) 的 拓扑 变 
换 可 以 用 下 列 方 式 来 表示 ， 

假设 我 们 的 图 形 是 用 某 种 柔 初 的 、 可 伸缩 的 物质 , 例如 橡皮 造 
成 的 , 于 是 可 以 使 图 形 作 各 种 可 能 的 连续 形变 。 这 时 , 图 形 在 它 的 
某 些 部 分 扩 伸 了 ,而 在 另 一 些 部 分 压缩 了 。 一般 地 说 , 大 小 与 形状 
都 将 改变 。 例如, 我们 可 以 把 一 个 图 形 的 橡皮 图 拉 长 为 一 个 极其 
狭长 的 椭圆, 也 可 以 把 它 变 为 正 多 边 形 或 非 正 多 边 形 的 形状 ,更 可 
以 把 它 变 为 形状 非常 间 怪 的 闵 曲线. 他 生 里 画 出 了 一 些 ， 但 我 们 
不 能 够 用 折 扑 变换 把 圆圈 变 成 8 字形 曲线 (要 这 样 作 , 必须 把 两 个 
点 粘 合 , 图 四 ,或 者 线 眉 ( 要 达到 这 个 目的 , 可 以 把 轩 周 上 的 一 个 
半 贺 与 另 一 个 半圆 粘 合 , 或 者 把 圆圈 在 一 点 截断 )， 贺 周 是 简单 闭 
曲线 , 它 只 含有 一 环 , 与 8 字形 曲线 含有 两 环 以 及 三 瓣 曲 线 (图 四 
含有 三 环 不 同 、 圆 周 是 简单 亲 曲 线 这 一 性 质 在 拓扑 变换 之 下 是 保 
持 不 变 的 , 是 所 谓 拓 扑 性 质 . 

如 果 我 们 取 一 个 球面 来 , 譬如 小 橡皮 球 , 则 可 以 用 拓扑 变换 米 
使 它 的 形状 大 有 改变 (图 6) .但 我 们 不 能 够 用 拓扑 变换 把 球面 变 


OF@ 
ce oO% 


Es 1 





为 正方 形 或 者 环 面 (面包 则 的 表 画 或 救生 图 那样 的 曲面 , 图 7). 事 
实 上 ,球面 具有 下 列 两 个 在 任何 拓扑 变换 之 下 保持 不 变 的 性 质 .第 
一 个 性 质 : 球面 是 闭 曲面 , 它 没 有 边界 (而 正方 形 有 有 边界) 第 二 个 
性 质 ， 球 面 上 每 一 条 闭 曲 线 ,用 罗 巴 切 夫 斯 基 的 话 来 说 , 是 它 的 截 
线 . 如 果 沿 着 一 条 闭 曲线 切 开 我 们 的 小 橡皮 球 ， 则 球面 将 被 分 基 
成 两 块 互 不 联接 的 部 分 ， 环 面 则 不 具有 这 个 性 质 ， 如 果 把 环 面 沿 
着 它 的 一 条 子午 线 切 开 (图 7)， 它 不 致 于 分 成 许多 块 , 只 不 过 是 变 
成 了 一 个 弯曲 的 四 简 形 (图 8)， 面 这 个 国 简 形 又 不 难 经 过 折 扑 变 
换 ( 拉 直 ) 变 为 圆柱 而 ， 因 此 , 与 球面 不 同 , 在 环 面 上 并 不 是 每 条 闭 
曲线 都 是 截 线 ， 因 此 , 球面 不 能 拓扑 地 变 为 环 面 ,我 们 说 , 球面 与 
环 面 是 拓扑 上 不 同 的 曲面 , 或 者 说 它们 属于 不 同 的 拓扑 类 型 ,或 者 
说 这 两 个 曲面 互 不 同 胚 。 反之, 球面 与 梢 球面 以 及 一 般 的 有 界 凸 
闭 曲 面 属 于 同一 个 拓扑 类 型 ,也 就 是 说 , 互相 同 有 是 ， 这 就 是 说 , 用 
拓扑 变换 可 以 把 它们 之 中 的 一 个 变 为 另 一 个 . 





§2. 曲 面 


上 面 已 经 说 过 ， 几 何 图 形 在 任何 拓扑 变换 之 下 不 变 的 性 质 叫 
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作 拓 扑 性 质 ， 拓 扑 学 研究 图 形 的 拓扑 诈 质 , 不 仅 如 此 , 它 还 研究 几 
何 图 形 的 拓扑 变换 以 及 任意 的 连续 变换 . 

我 们 方才 已 举 了 一 些 拓扑 性 质 的 例子 ， 下 面 这 些 都 是 拓扑 性 
质 : 曲线 或 曲面 的 闭 性 质 , 闭 曲 线 是 简单 于 曲线 的 性 质 (也 就 是 说 ， 
只 会 有 一 环 )， 闭 曲面 被 它 上 面 任意 用 曲线 分 市 的 性 质 (球面 具有 
这 个 性 质 , 而 环 面 不 具有 这 个 性 质 ), 等 等 

在 曲面 上 引 闭 曲 线 , 使 得 把 它们 放 在 一 起 不 组 成 曲面 的 划分 ， 
也 就 是 说 , 不 把 曲面 分 割 为 不 连接 的 部 分 ， 在 一 个 曲面 上 所 能 够 
引 的 这 样 的 闭 艳 线 的 最 大 
数目 ， 叫 作 这 个 曲面 的 连 
通 阶 ， 这 个 数目 将 使 我 们 
得 到 对 于 上 曲面 拓扑 结构 的 
最 重要 的 知识 。 我 们 已 经 

由 看 到 ,对 于 球面 来 说 , 它 等 
于 办 (球面 上 的 任何 闭 曲 线 组 成 划分 )。 在 环 面 上 可 以 找到 两 条 闭 
曲线 它们 合 起 来 还 不 致 于 分 割 环 面 . 其 中 之 一 可 取 任 意 一 条 子 
午 线 , 另 一 则 取 任 意 的 平行 环 图 7) 但 是 在 环 面 上 不 存在 三 条 
共同 不 分 割 这 个 曲面 的 闵 曲 线 ， 环 面 的 连通 阶 等 于 2， 像 图 9 里 
的 面包 , 它 的 表面 就 是 一 个 连通 阶 等 于 4 的 闭 曲面 , 等 等 ， 一 般 地 
说 , 在 一 个 球面 上 开 2p 个 小 辆 洞 ( 图 10 上 是 2=3 的 情形 ), 而 把 
这 些 圆 洞 配 为 p 对, 在 每 一 对 上 粘 一 个 圆柱 面 ( 沿 着 边 粘 ), 则 得 到 
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一 个 手柄 。 这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 带 有 多 个 手柄 的 球面 ， 或 者 叫 
作 气 格 为 史 的 规范 自 面 .这 个 曲面 的 连通 阶 等 于 22. 

用 罗 书 切 夫 斯 基 的 说 法 , 所 有 这 些 出 面 都 是 空间 的 “ 截 尚 ”: 它 
们 每 一 个 都 把 空间 分 为 两 个 区 域 , 内 部 与 外 部 , 而 它们 自己 是 这 两 
个 区 域 的 公共 边界 。 这 个 性 质 又 与 男 一 个 注 质 有 关 , 那 就 是 这 些 
曲面 当中 的 每 一 个 都 具有 两 侧 : 外 侧 与 内 侧 ( 其 中 一 侧 可 以 用 一 种 
颜色 涂 满 , 而 另 一 侧 则 可 用 另 一 种 颜色 来 涂 ). 

是 与 这 些 曲 而 并 在 的 还 有 所 谓 单 出 曲面 ， 对 它们 来 说 无 从 

区 别 两 侧 。 琉 简单 的 例 了 就 是 熟知 的 “ 英 毕 鄂 斯 带子 ”。 把 一 个 长 
方形 纸 条 4BCD 的 48 边 与 CD 边 粘 合 , 但 粘 时 使 项 点 4 合 于 顶 
点 0, 顶点 召 合 于 顶点 刀 , 我 们 就 得 到 如 同 图 11 所 画 的 曲面 ， 它 
叫 作 莫 毕 鄂 斯 带子 、 不 难看 出 , 在 莫 毕 辑 斯 带子 上 不 能 区 分 两 侧 ， 
不 能 用 不 同 的 颜色 来 涂 满 两 个 侧面 : 沿 着 带子 的 中 线 运行 ， 从 点 
召开 始 运 行 一 周 以 后 再 回 到 点 如 时 ， 虽 然 不 曾经 过 带子 的 边界 ， 
但 已 到 了 与 原来 出 发 时 不 同 的 一 侧 ， 顺便 指出 ， 莫 毕 鄂 斯 带子 的 
边界 是 由 单独 一 条 闭 曲 线 所 组 成. 


和 
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于 是 产生 了 这 伴 的 问题 ， 是 不 是 存在 单 侧 闲 曲面 , 也 就 是 说 ， 
不 具有 边界 的 单个 曲面 ?这 种 曲面 是 存在 的 , 但 如 果 把 它们 置 放 在 
三 维 空间 里 ， 则 必然 会 发 生 自己 与 自己 相交 的 情况 ， 典型 的 单 侧 
闭 曲面 的 例子 就 如 同 图 12 里 所 画 的 , 叫 作 ”“ 单 侧 环 面 "或 克 业 英 曲 
面 。 如 果 要 避免 自己 交叉 , 设想 把 两 个 英 毕 鄂 斯 带子 沿 着 边界 粘 
合 起 米 便 得 到 克 莱 茵 曲面 (如 同上 面 曾 经 担 到 过 的 , 莫 毕 鄂 斯 带子 
的 边界 只 含有 一 条 周 线 )。 
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现在 我 们 可 以 来 陈述 曲面 拓扑 学 的 基本 定理 应 用 于 双全 曲面 
的 情形 ; 任何 一 个 双 侧 闭 曲面 必 同 胚 于 某 个 亏 格 为 9 的 规范 曲面 ， 
也 就 是 “具有 了 个 手柄 的 球面 "， 两 个 双 侧 闭 半 面 同 胚 ， 当 上 且 仅 当 
它们 具有 相同 的 号 格 p( 相 同 的 连通 吟 2p), 也 就 是 说 , 它们 同 胚 于 
具有 同样 多 数目 手 醋 的 球面 . 

对 于 单 侧 曲面 来 说 , 也 有 “规范 形式 ”, 类 似 于 吨 格 2 的 双 便 曲 
面 所 有 的 规范 形式 , 但 是 比较 难以 表现 出 米 ， 要 得 到 这 种 规范 形 
式 , 取 一 个 球面 来 , 在 上 面 开 p 个 四 洞 , 在 每 个 调 上 粘 一 个 偶 毕 鄂 
斯 带子 ， 使 得 带子 的 边界 与 加 河口 的 边界 粘 合 。 试图 作 这 种 烙 合 
时 将 磁 到 困难 , 因为 根本 不 可 能 在 空间 里 具体 地 实现 ， 在 施行 这 
样 的 类 合 时 ,必然 又 将 导致 曲面 的 自己 交叉 ， 而 这 种 交叉 是 在 空 
间 里 实现 单 侧 闭 此 面 的 模型 时 所 不 可 如 免 的 . 

不 能 认为 单 侧 阳 曲面 只 是 数学 里 的 趣 痰 ， 而 与 严肃 的 科学 问 
题 无 关 ， 要 证 实 这 种 想法 的 错误 , 只 需 以 射影 几何 的 产生 为 例证 
这 是 几何 思想 的 一 大 成 就 ， 这 门 学 科 的 原理 现在 已 被 列 入 大 学 或 
师范 学 院 的 课程 中 。 身影 几 何 学 的 实际 应 用 起源 于 配 景 理论 ， 是 
在 文艺 复兴 时 期 ( 列 昂 纳 都 - 达 * 芬 奇 ) 由 于 建筑 、 综 面 与 技术 制图 
的 需要 而 产生 ， 射 影 几 何 学 最 初 一 些 定理 的 发 现 是 十 六 一 十 七 世 
纪 的 事 , 是 思 于 纯粹 实用 上 的 需要 而 产生 . 射影 儿 何 的 发 展 成 为 几 
何 学 在 纯 还 论 方面 的 一 个 最 突出 的 推广 特别, 在 它 的 基础 之 上 ， 
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人 们 初次 彻底 地 理解 了 罗 巴 切 夫 斯 基 的 非 欧 几何 学 ”. 

要 从 初等 几何 里 所 讨论 的 普通 平面 得 到 射 影 平西 ， 只 需 在 笠 
而 上 补充 一 些 抽象 的 元 素 , 所 谓 蕉 正常 点 或 "无穷 远 点 "。 仅 当 作 
了 这 种 补充 以 后 , 从 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 射影 (从 射影 灯 到 银 
蓝 的 射影 ) 才 是 从 一 个 平面 到 另 一 个 的 一 对 一 变换 .把 平面 补充 
以 非 正常 点 ， 在 解析 几何 单 就 相当 于 从 还 常 的 笛 卡 儿 坐 标 过 渡 到 
齐 次 坐标 。 也 可 以 按照 下 述 的 方式 来 描 气 : 每 一 条 直线 补充 了 只 
一 的 一 个 非 正常 点 (“无穷 运 点 ”); 两 条 直线 具有 相同 的 无 穷 远 点 
当 且 仅 当 它 们 是 平行 的 。 添加 了 唯一 的 无 穷 远 点 以 后 , 直线 变 成 
了 团 曲 线 ， 而 所 有 各 直线 上 无 穷 远 点 的 全 体 按 定义 组 成 非 正常 的 


或 无 穷 远 直线 . 
因为 平行 的 直线 具有 共同 的 无 穷 远 点 ,所 以 , 要 表达 出 在 平面 

上 补充 无 穷 远 点 的 实际 步骤 ， 只 需 A 

考虑 通过 平面 上 其 个 定点 的 直线 ， 


例如 通过 坐标 原点 0 的 直线 (图 
13)， 这 些 直线 的 无 穷 远 点 已 经 把 
平面 上 所 有 的 无 穷 远 点 包罗 无 过 
(由 为 每 一 条 直线 与 道 过 点 0 的 平 
行 直线 具有 同一 个 无 穷 远 点 )， 因 
此 , 我 们 得 到 了 射影 平面 的 一 个 " 模 
型 "这 个 模型 是 在 一 个 以 O 为 中 A 
心 , 具有 “无 穷 大 "半径 的 画 里 , 把 赂 网 13 
周 上 每 一 对 对 径 点 (同一 条 直径 的 商 个 端点 ) 粘 合 为 直线 44' 只 
一 的 "无穷 远 "点 而 得 到 的 . 整个 圆周 就 变 成 了 无 穷 远 直线 , 但 这 
时 必须 记 牢 , 圆周 上 的 每 一 对 对 径 点 是 看 作 互相 等 同 的 一 点 的 . 由 
此 立刻 可 以 看 出 ， 射 影 平面 是 六 曲面 , 它 没有 边界 
如 果 在 射影 平 而 上 考虑 一 条 形状 如 双 昨 线 ( 见 图 13) 的 二 次 
曲线 , 则 很 显然 这 条 双 曲 线 在 射影 平面 上 是 一 条 闭 曲 线 (只 木 过 是 
是 名 庆 参 地 第 上 七 章 6， 藉 工 . C. 亚历山大 洛 天 红 小 朋 子 “什么 是 非典 几 多 ” 
《353- 
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被 无 穷 远 上 直线 分 割 成 两 部 分 )、 王 然 我 们 取 作 基本 圆 的 圆周 上 每 
一 对 对 径 点 是 粘 合 为 一 的 , 则 不 难看 出 , 在 图 18 上 用 阴影 表示 的 
双 曲 线 内 部 同 胚 于 普通 的 阿 ， 而 射影 平面 上 没有 阴影 的 其 余部 分 
则 同 胚 于 俱 毕 鄂 斯 带子 ， 因 此 , 从 拓扑 的 观点 来 看 , 射影 平面 是 把 
略 形 (在 我 们 的 情形 是 双 曲线 内 部 ) 与 莫 毕 男 斯 带子 沿 着 边界 粘 合 
以 后 记得 的 结果 由 这 里 就 立刻 推 知 ， 射 影 几 何 所 研究 的 基本 对 
象 一 一 射影 平面 , 是 一 个 单 侧 的 闭 曲 面 . 

除了 极其 重要 的 几何 意义 以 外 ， 射 影 平 面 的 有 趣 之 点 还 在 于 
它 突 出 地 表现 了 近代 几何 思想 的 一 个 特点 ， 这 种 特点 是 苛 于 罗 己 
切 尖 斯 基 的 发 现 而 形成 的 。 由 于 几何 图 形 这 个 概念 的 特征 , 几何 
的 思想 总 是 抽象 的 ， 现在 , 它 又 进一步 抽象 化 , 如 同 我 们 所 说 的 ， 
在 葵 道 平面 上 补充 进 新 的 抽象 元 素 一 一 非 正 常 点 来 ， 当然 , 这 些 
抽象 元 素 也 反映 了 现实 实际 中 的 事物 (每 个 “ 非 正常 点 "不 过 就 是 
一 东平 行 直线 的 抽象 化 ), 但 它们 在 我 们 的 考虑 中 只 是 一 种 抽象 的 
几何 元 素 ， 这 种 元 素 只 能 不 完全 地 (不 能 予以 物理 实现 地 ) 用 粘 合 
某 个 圆周 上 对 径 点 后 的 结果 来 表示 在 整个 近代 拓扑 学 里 ,类似 
的 抽象 构造 具有 很 大 的 价值 ， 特 别 是 当 从 曲 曾 进入 到 三 维 或 高 维 
流 形 时, 情况 是 如 此 . 


83. 流 形 


考虑 下 面 的 简单 仪器 , 有 时 也 叫 作 平面 复 摆 ( 图 14)， 它 是 由 
两 条 轴 04 与 4B 在 点 用 匀 链 联 牢 而 构成 的 ， 点 O 是 固定 不 
动 的 ， 轴 04 可 以 在 一 个 固定 的 平面 里 围绕 着 点 0 而 转动 ， 而 轴 
4B 也 是 在 那 一 个 平面 里 可 以 绕 着 点 4 而 自由 转动 . 我们 这 个 系 
统 的 每 一 个 可 能 的 位 置 可 由 两 个 角度 , 9 与 由 ,完全 决定 , 这 里 
与 中 是 轴 O4 与 4B 同 平面 里 某 个 固定 方向 所 成 的 角 , 例如 , 与 该 
标 轴 的 正方 向 所 成 的 角 .。 这 两 个 在 O 与 2x 之 间 变 动 的 角度 可 以 
看 作 环 面 上 一 点 的 “地 理 坐 标 ”， 这 坐 款 是 关于 环 面 的 “赤道 ”以 及 
某 一 条 "了 午 线 "而 取 的 (图 15)。 
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换 王 图 15 


因此 ， 可 以 说 我 们 这 个 力学 系统 所 有 可 能 的 状态 所 形成 的 集 
合 是 一 个 二 维 流 形 一 一 环 面 。 把 每 个 角 与 由 换 为 与 之 相当 的 、 
在 某 两 个 回 周 上 的 点 ， 在 这 些 贺 周 上 已 确定 了 计算 弧 长 的 起 点 与 
方向 (图 16), 则 我 们 也 可 以 说 上 述 力 学 系统 的 每 一 个 状态 决定 于 
在 这 两 个 圆周 的 每 一 个 上 取 定 一 点 (在 一 个 圆周 上 取 纬 度 gp, 在 另 
一 个 上 到 径 度 内 . 换 句 话说 ， 完 全 如 同 在 解析 儿 何 里 把 平面 上 的 
点 对 应 了 一 对 数 一 一 坐标 那样 ， 在 现在 的 情形 我 们 把 环 面 上 的 任 
意 一 点 (因而 平面 复 摆 的 任意 位 置 ) 对 应 了 它 的 一 对 地 理 坐 标 ， 也 
就 是 说 , 对 应 了 一 对 点 , 其 中 每 个 各 在 一 个 圆周 上 .这 件 事实 就 表 
示 说 , 平 而 复 押 所 有 的 状态 所 形成 的 流 形 , 也 就 是 说 环 面 , 是 两 个 
网 图 的 拓扑 乘积 . 

现在 把 我 们 的 仪器 作 下 述 的 改变 ， 它 仍然 是 由 两 条 轴 04 与 
4B 组 成 , 轴 04 可 以 在 某 个 国定 的 平面 里 围 绕 着 点 0 而 转动 ,48 
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轴 在 点 4 与 轴 04 用 铵 链 相 接 .。 但 这 时 ,无 论点 4 在 什么 位 置 ， 
轴 4B 可 以 围绕 着 点 和 4 在 空间 电 自 由 转动 , 它 可 以 取 任 何 由 点 4 
出 发 的 射线 所 取 的 方 沿 ， 这 时 ,我 人 的 系统 由 三 个 参数 决定 , 其 中 
一 个 仍然 是 轴 04 与 模 示 轴 正 方向 的 交角 ， 而 共 余 的 两 个 参数 决 
定 铀 4B 在 空间 里 的 方向 。 后 两 个 参数 可 以 这 祥 来 给 出 ， 以 坐标 
原点 0 为 中 心 引 一 个 单位 球面 , 取 球 面 平行 于 轴 48B 的 半径 0B'， 
则 点 妊 或 它 在 球面 上 的 那 两 个 地 理 坐 标 就 可 作为 基 决 定 轴 4B 
方向 的 参数 ， 于 是 ,我 们 这 个 新 的 饺 链 系统 所 有 一 切 可 能 的 位 置 
所 形成 的 集合 是 一 个 三 维 流 形 。 读者 不 难 想 到 ,这 个 流 形 可 以 解 
群 作 轴 周 与 球面 的 拓扑 乘积 。 这 个 流行 是 闭 的 ， 也 就 是 说 没有 边 
界 , 因此 , 不 能 在 三 维 空间 里 把 它 用 图 形 具体 地 表示 出 来 ， 若 机 把 
这 个 流 形 居 达 担 比较 直观 一 些 ， 考 虑 空间 里 夹 在 两 个 同心 球 中 亲 
的 部 分 从 它们 的 中 心 发 出 的 每 一 条 射线 司 它们 各 交 于 一 点 ， 如 
果 把 这 祥 的 每 一 对 点 等 同 起 来 ( 烙 合 为 一 点 )， 我 们 就 得 到 一 个 三 
维 流 形 , 正 是 网 周 与 球面 的 拓扑 乘积 ， 

我 们 可 以 把 上 述 的 仪器 进一步 复杂 化 ， 不 仅仅 使 由 铵 链接 今 
于 轴 04 上 的 轴 4B 可 以 自由 地 绕 着 点 4 在 空间 里 转动 ， 并 且 使 
轴 04 也 可 以 自由 地 绕 着 点 〇 在 空间 里 任意 转动 。 这 个 系统 所 有 
可 能 的 位 置 所 形成 的 集合 将 是 一 个 四 维 闭 流 形 一 一 两 个 球面 的 拓 
扑 滋 积 。 

我 们 看 到 , 在 考虑 最 简单 的 力学 (运动 学 的 ) 问题 时 , 将 引出 拓 
扑 流 形 ,并且 是 三 维 或 者 更 高 维 的 .实际 上 , 对 于 力学 问题 作 较为 
详细 的 研讨 时 , 具有 较 大 意义 的 流 形 ( 一 般 说 也 是 高 维 的 ), 是 所 谓 
动力 系统 的 相 空间 ， 其 中 不 仅 包括 了 所 给 的 力学 系统 可 能 取 的 儿 
何 位 置 ， 并且 还 包含 了 系统 中 各 个 点 的 运动 速度 。 我 们 只 举 最 漳 
单 的 例子 。 设 有 一 点 在 回 周 上 以 任意 速度 运动 ， 这 个 系统 的 每 一 
个 状态 可 以 由 两 个 数据 决定 : 每 一 时 刻 点 在 贺 周 上 的 位 置 与 速度 . 
这 个 系统 于 有 的 状态 所 形成 的 流 形 ( 相 空间 )， 显 然 是 一 个 无 穷 加 
柱 筷 (圆周 与 直线 的 拓扑 乘积 ). 

相 空 间 的 维 数 随 着 系统 的 自由 度 而 增加 .有些 系统 的 力学 特 
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征 可 以 由 它 的 相 空 间 的 拓扑 性 质 表 现 出 来 。 例如 ， 系 统 的 周期 运 
动 相当 于 相 空 间 内 的 闭 曲 线 . 

对 于 由 力学 . 物理 学 、 天 文学 (天 体力 学 , 字 宙 学 ) 的 问题 所 扫 
出 的 动力 系统 的 相 空 间 而 作 的 研讨 ， 使 得 数学 家 注意 到 高 维 流 形 
的 拓扑 学 ， 正 是 因为 这 些 问 题 才 使 得 伟大 的 法 国 数学 家 庞 加 莱 在 
十 个 世纪 九 十 年 代 运用 所 谓 组 合 方法 来 系统 地 建立 了 流 形 的 拓扑 
学 ,而 这 个 组 合 方法 至 今 仍然 是 拓扑 学 中 的 一 个 基本 的 方法 ， 


$4. 组 合 方法 


在 历史 上 ， 关 于 拓扑 学 的 第 一 个 定理 是 欧 拉 定 理 或 欧 拉 公式 
(似乎 笛 卡 儿 就 已 经 知道 这 个 结果 )， 定 理 的 内 容 如 下 ， 取 任意 一 
个 西 多 面体 的 表面 来 ， 令 m 表示 它 的 顶点 的 数目 ，m 表示 校 的 数 
目 , 四 表示 面 的 数目 , 则 下 面 的 所 谓 欧 拉 公式 成 立 ， 

C0— mo 2. OD 

电 然 , 当 凸 多 面体 经 受到 任意 的 拓扑 变换 时 ， 公 式 仍 然 成 六 ， 
因此 这 个 几何 定理 是 属于 拓扑 学 的 ， 当 然 , 经 过 拓扑 变换 以 后 , 校 
不 一 定 仍然 是 直 的 , 面 也 不 见得 仍然 是 平 的 , 不 过 对 于 弯曲 而 的 数 
目 、 弯 出 补 的 数目 以 及 顶点 数 口 之 则 的 关系 (1 仍旧 保持 有 效 ， 最 
重 费 的 情形 是 各 个 面 都 基 三 角形 , 这 时 间作 一 个 三 角 割 分 {把 我 们 
的 曲面 前 分 成 直 的 或 变 的 三 角形 )， 很 容易 把 一 般 多 面体 的 情形 
化 为 这 个 情形 : 只 需 把 各 个 面前 分 为 三 角形 ( 引 每 个 而 的 一 些 对 角 
线 )、 这 样 , 我 们 就 可 以 限于 三 角 剖 分 的 情形 。 曲面 拓扑 学 的 组 合 
方法 就 在 于 把 对 于 曲面 的 研究 用 对 于 它 的 三 角 剂 分 的 研究 来 代 
替 ， 当 然 我 们 所 感 兴趣 的 只 是 不 依赖 于 三 角 前 分 的 选取 的 那 种 性 
质 ， 既然 是 已 给 曲 而 的 一切 三 角 剖 分 所 共有 的 性 质 , 因此 也 将 表 
示 曲 面 本 身 的 某 种 性 质 . 

欧 拉 公式 提供 给 我 们 这 样 的 性 奈 之 一 ， 现 在 我 们 详细 地 考虑 
它 . 欧 拉 公式 的 左 方 ， 也 就 是 式 于 me 一 十 oa 则 作 这 个 三 角 章 分 
的 网 拉 特 征 数 ， 其 中 o% 是 这 个 三 角 齐 分 的 顶点 总 数 , 上 是 窟 的 总 
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数 ,而 四 是 三 角形 的 总 数 ， 欧 拉 定理 说 , 对 于 同 胚 于 球面 的 册 呈 ， 
它们 的 任 条 三 角 剖 分 都 具有 等 于 2 的 欧 拉 特 征 数 ， 对 于 任何 曲 测 
(不 仅 是 同 胚 于 球 而 的 曲面 ) 来 说 ， 它 们 的 任何 三 角 剖 分 都 具有 相 
同 的 欧 拉 特 征 数 . 
要 想 知道 各 种 曲面 欧 拉 特 征 数 的 数值 也 不 困难 ， 首先 ,对 于 
罚 柱 面 来 涪 , 这 个 数值 为 零 ， 事 实 上 , 从 球面 的 任意 一 个 三 角 刘 分 
里 挖 去 两 个 不 相 邻 接 的 三 角形 , 但 把 它们 的 边 仍 提留 下 , 则 显然 我 
们 得 到 同 胚 寺 男 柱 侧面 的 曲面 以 及 它 前 一 外 三 角 前 分 。 这 时 ， 顶 
点 与 楼 的 数目 没有 变动 , 而 三 角形 的 总 数 少 了 两 个 , 因此 , 这 个 三 
角 剖 分 的 欧 拉 特征 数 等 于 零 。 现在 ， 从 球面 的 某 个 三 角 剖 分 里 控 
去 2p 个 两 两 互 不 想 邻 ( 役 有 公共 边 , 也 没有 公共 顶点 ) 的 三 角形 ”>， 
这 时 , 欧 拉 特 征 数 将 比 原 米 减少 2p， 不 难看 出 ， 如果 把 球面 上 这 
2p 个 润 口 分 为 对， 在 每 一 对 洞口 类 上 一 个 弯曲 的 楼 柱 形 手 本， 
则 欧 拉 特征 数 仍然 不 变 ， 这 是 由 于 我 们 已 看 到 棱柱 形 手柄 的 欧 拉 
特征 数 等 于 罕 ， 而 在 柱 形 的 边 上 , 被 的 总 数 又 与 顶点 的 总 数 相同 . 
于是, 亏 格 为 p 的 双 侧 闭 曲面 具有 等 于 2 一 2p 的 欧 拉 特征 数 (这 个 
事实 首先 是 法 国 海军 上 将 德 * 容 克 艾 证 明 的 ). 
我 们 再 引进 三 角 章 分 的 一 个 重要 性 质 ， 它 也 六 足 所 谓 拓扑 不 
变 的 性 质 ( 也 就 是 说 ,如 
果 曲 面 的 某 一 个 三 角 剖 
分 具有 这 种 性 质 ， 则 该 
曲 谭 的 征 何 三 角 齐 分 也 
都 具有 这 种 性 质 ). 这 
个 性 质 叫 作 可 定向 性 . 
i 在 没有 陈述 它 的 意义 之 
前 , 注意 每 一 个 三 角形 是 可 以 定向 的 , 也 就 是 说 , 在 它 的 边界 上 确 
定 一 个 环行 的 方向 ， 三 角形 的 两 种 可 能 的 定向 可 以 由 它 顶 点 的 推 





1) 要 使 待 能 这 祥 作 ， 只 串 使 所 考虑 的 三 角 剂 分 是 适当 地 "细小 "。 任意 一 个 三 角 
草 分 如 果 还 不 游 足 这 个 要 冰 , 只 需 把 它 再 重 分 若干 次 便 可 以 使 它 合用 . 
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列 顺 序 来 决定 设 在 某 个 曲面 上 已 给 两 个 相 邻 接 的 三 角形 , 它 
们 有 一 条 公共 边 , 但 没有 其 他 的 公共 点 (图 17)。 如 果 这 两 个 三 角 
形 所 了 下定 的 定向 在 公共 边 上 所 诱导 的 定向 相反 ， 则 我 们 说 这 两 个 
三 角形 -所 取 的 定向 是 相符 的 (在 平面 上 或 在 任意 双 侧 曲面 上 , 这 
表示 说 , 如 果 从 曲面 的 某 一 侧 来 观察 曲面 , 这 两 个 三 角形 的 周 界 按 
照相 同 的 方向 而 环行 ， 也 就 是 说 或 者 都 是 顺 时 针 方 向 。 或 者 都 是 
逆 时 针 方 向 )。 如 果 能 够 把 闭 曲 面 某 个 三 角 齐 分 里 记 有 的 三 角形 
都 给 以 定向 , 使 得 每 两 个 具有 公共 边 的 三 角形 都 具有 相符 的 定向 ， 
则 这 个 三 角 前 分 吗 作 可 定向 的 。 下 列 的 事实 成 立 : 双 侧 曲 面 的 任 
何 三 角 剖 分 是 可 定向 的 , 革 侧 曲面 的 任何 三 角 剖 分 是 不 可 定向 的 . 
3 双 侧 曲面 也 叫 作 可 定向 曲面 ， 第 生生 本 名 同 作 不可 尖 内 轩 

， 取 英 毕 鄂 斯 带子 的 任意 一 
ee 读者 不 难看 出 
它 的 不 可 定向 性 ， 若 要 得 到 射 
影 平 面 的 最 简单 的 三 角 剖 分 ， 
只 需 在 它 上面 任 意 引 三 条 不 交 
于 一 点 的 直线 (图 18).， 它们 
把 射影 平面 前 分 为 四 个 三 角 
形 ， 其 中 一 个 位 于 平面 的 有 限 
部 分 ,而 其 他 三 个 之 中 的 每 一 个 都 被 无 穷 远 直 线 割 断 . 在 图 18 里， 
殷 通 向 无 穷 远 的 三 个 三 角形 之 一 用 阴影 描 出 在 这 个 图 上 我 们 也 
就 看 出 , 任何 把 这 四 个 三 角形 机 符 好 予以 定向 的 企图 都 是 失败 的 . 
特别 ， 如 果 采 用 图 18 上 对 四 个 三 角形 所 取 定 的 定向 , 则 它们 的 边 
界 的 代数 和 将 是 二 倍 的 直线 4B， 而 不 是 零 ; 但 在 相符 的 定 六 时 ， 
这 个 代数 和 应 当 为 零 . 

欧 拉 特征 数 以 及 可 定向 或 不 可 定向 性 给 出 了 关于 闭 曲面 的 记 





1) 不 难 各 出， 顶点 的 两 对 排列 煌 序 决定 同一 个 定向 (同一 个 环行 的 方 记 ) 当 巨 
仅 当 它们 之 中 的 每 一 个 可 以 经 过 一 个 “ 偶 " 因 换 而 变 为 另 一 个 。 例 如, (45C)， (304)， 
容 , 而 (B4 仆 , (4C8), (CDd) 决 定 另 一 种 。 (关于 时 的 的 
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请 拓扑 不 变量 的 一 个 完全 系 。 意思 是 说 ， 两 个 曲面 同 胚 当 且 仅 当 
它们 的 三 角 章 分 共有 相同 的 欧 拉 特征 数 ， 并 且 同 为 可 定向 或 不 可 
定向 的 . 

组 合 方法 不 仅仅 可 用 来 研究 曲面 (二 维 流 形 )， 并 且 可 以 用 来 
研究 任何 维 数 的 流 形 。 例如， 在 三 维 流 形 的 情形 ， 让 当 于 前 分 为 
三 角形 的 将 是 训 分 为 四 面体 ， 叫 作 三 维 的 三 角 削 分 或 流 形 的 单纯 
剖 分 ,三 维 三 角 剂 分 的 欧 拉 特 征 数 是 了 解 为 和 数 o0 一 十 oa 一 og， 
这 里 mli~0, 1, 2, 3) 是 这 个 三 角 齐 分 里 i 维 元 素 的 总 数 ( 也 就 是 
说 ，m 是 顶点 数 , oz 是 核 数 ，oa 是 二 维 面 数 ,a 是 四 面体 数 )， 当 
维 数 n>3 时 , 则 把 流 形 前 分 为 n 维 单 纯 形 , 也 就 是 说 ,最 简单 的 
维 凸 多 面体 ， 类 似 于 三 角形 (mn 一 2) 与 四 面体 (mn 一 3)。n 维 流 形 所 
前 分 成 的 n 维 单纯 形 以 及 这 些 单纯 形 的 各 维 面 (也 是 单纯 形 ) 共 同 
组 成 这 个 流 形 的 三 角 剖 分 。 这 时 仍然 可 以 讲 欧 拉 特 征 数 ， 这 时 就 


了 了解 为 和 数 六 (一 1 这 里 m 是 在 三 角 剖 分 中 所 出 现 的 维 元 


素 的 总 数 (一 0, 1,2,…, n)， 与 以 前 一 样 , 对 于 已 给 % 维 流 形 
(以 及 一 切 与 它 同 胚 的 流 形 ) 的 任何 三 角 剖 分 来 说 ， 所 得 到 的 欧 拉 
特征 数 是 同一 的 , 也 就 是 说 , 欧 拉 特征 数 是 拓扑 不 变量 ， 至 于 拓扑 
不 变量 的 完全 系 ( 就 如 同 欧 拉 特征 数 及 可 定向 性 对 于 曲面 那样 ) 将 
是 怎样 的 , 就 目前 我 们 的 知识 水 平 来 说 , 即使 对 于 三 维 流 形 也 还 不 
能 设想 . 

组 合 方法 对 于 近代 拓扑 学 的 价值 是 巨大 的 。 这 个 方法 开辟 了 
应 用 某 些 代数 方法 来 解决 拓扑 问题 的 可 能 性 。 糖 明 的 读者 也 许 当 
前 面 在 射影 平面 的 三 角 痢 分 里 讲 到 定向 三 角形 边界 的 代数 和 时 就 
已 看 到 问 代 数 过 滤 的 可 能 性 ， 事 实 上 , 如 果 三 角形 已 定向 , 也 就 是 
说 , 确定 了 一 种 环行 的 方向 , 则 它 的 边缘 将 自然 地 取 作 它 所 有 的 、 
赋予 一 定 定向 后 的 边 ， 而 每 一 边 上 的 定向 也 正 是 按 三 角形 的 定向 
环行 周 界 时 所 诱导 的 . 

考虑 在 某 个 曲面 的 三 角 剖 分 里 出 现 的 全 体 三 角形 了 3 i 一 1， 
2 …， oa。 它们 之 中 的 每 一 个 可 以 有 两 种 定 应。 三 角形 2? 取 定 
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可 能 的 定向 之 一 种 以 后 记 第 如 , 而 同一 个 三 角形 取 另 一 种 (相反 
的 ) 定 向 时 则 记 作 一 恕 ， 同 样 , 对 于 上 述 三 角 剂 分 中 田 现 的 全 体 一 
维 元 迪 ( 楼 ) TiCk=1, 2,…, qr) 也 可 以 定向 , 就 是 , 取 定 它 的 两 种 
可 能 的 方向 之 一 。 线 恬 3 取 定 某 个 方向 时 记 作 如 , 则 取 定 另 一 个 
方向 时 记 作 一 有 于 是 ,如果 三 角形 到 的 边 是 线段 23, 2 7 
则 定岗 三 角形 冯 的 边缘 将 是 赋予 一 定 定向 后 的 这 三 个 边 ， 也 就 是 
说 , 绎 的 边缘 是 由 有 疝 线段 则 ,esl3，es 双 组 成 这 里 ,如果 棱 和 
的 方向 与 盖 的 方向 一 致 , 则 aw= 二 1， 否则 a 一 一 I。 如 的 边缘 记 
作 4 提 ， 我 们 看 到 ,人 姑 一 有 ex， 但 这 个 和 式 可 以 了 解 为 展开 在 三 
角 前 分 所 有 的 楼 上 而 取 的 , 把 那些 不 在 三 角形 的 边 上 出 现 的 核 
人 所 对 应 的 系数 mm 取 作 零 . 

很 白 然 地 可 以 进而 考虑 展开 在 三 角 齐 分 全 体 校 上 的 -一般 和 式 
名 一 且 w 共 93。 这 种 和 式 的 几何 意义 非常 简单 ， 实 际 上 和 和 式 中 的 每 
一 项 是 取 自 三 角 剖 分 的 某 a 
个 线段 ， 但 附加 了 一 定 的 
方向 与 一 定 的 系数 (一 定 
的 “ 重 数 ”)， 整 个 的 代数 
和 和 表示 一 条 由 线段 所 组 成 
的 途径 ， 在 这 条 途径 里 每 
一 个 线段 所 出 现 的 次 数 就 本 
如 同 它 前 面 的 系数 。 例如 , 著 我 们 先 按 箭 头 所 指 的 方向 走 完 多 边 
形 4BOCDEF (图 19)， 然 后 过 线段 44' 到 多 边 形 4BO'D EF 
上 按 箭 头 所 措 的 方向 走 一 图 ， 再 后 ， 通 过 线段 44' 回 到 多 边 形 
ABODEF, 按 箭头 所 指 的 方向 再 走 一 网 , 则 我 们 将 得 到 一 个 和 式 ， 
其 中 线段 4B, BO, CD, DE, BF, FA4 的 系数 是 2, 线段 4. 
BO', 0'D, DB', RF', F'4’' 的 系数 是 1, 而 线 股 44' 根本 不 出 
现 ( 它 的 系数 为 零 ,因为 在 它 上 面 按 相 对 方向 各 跑 了 一 次 )、 

形式 如 吧 = 了 ai 妇 的 和 式 叫 作 三 角 剖 分 的 一 维 链 ， 从 代数 的 
观点 来 看 ,它们 是 线性 形式 (一 次 的 齐 次 多 项 式 ), 因而 可 以 按照 肖 
DD 系数 0 是 丸 数 。 
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常 的 代数 运算 法 则 相 加 、 相 减 以 及 乘 上 任意 的 整数 。 在 一 维 链 中 
特别 重要 的 是 所 谓 一 维 闭 钾 . 在 几何 上 , 它们 表示 闭 途 径 ( 在 图 19 
里 所 举 涉 到 的 正 是 这 种 闭 途 径 ). 

为 机 得 到 闭 链 的 纯 代数 的 定义 , 对 于 有 向 线 发 了 名 来 说 , 我 们 
令 终点 如 在 线段 4 的 边缘 上 带 正 号 出 现 ( 以 十 1 为 系数 )， 起 
点 女 以 傣 号 出 现 (以 一 1 为 系数 ), 则 线 眉 了 3 记 的 边缘 可 以 写 为 
A(AB)=8B—A, 

有 了 以 上 的 了 了 解 以 后 ， 我 们 立刻 可 以 注意 到 (在 通常 意义 之 
下 ) 组 成 半途 径 的 线段 4，BO, 0D,…, 了 的 边缘 之 和 等 于 
零 ， 这 就 自然 地 引出 一 般 一 维 闭 链 的 定义 ， 一 维 链 呈 ~ 于 a 皮 是 


闭 链 ， 假 如 它 每 项 的 边缘 之 和 为 零 ， 也 就 是 屋 ax4t 一 0。 不 难 验 


证 ， 两 个 闭 链 的 和 仍然 是 闭 链 。 闭 链 看 作 代数 式 而 乘 上 任何 整数 
以 后 仍然 是 闭 链 ， 这 就 使 得 我 们 能 够 说 闭 链 时, 号 ，…， 号 的 线性 
组 合 就 是 形 如 < 一 忆 % 吕 的 闭 链 , 这 里 o 是 整数 . 

类 似 于 三 角 剂 分 上 一 维 链 的 概念 ， 可 以 讲 这 个 三 角 剂 分 的 二 
弘 链 ， 也 前 是 ， 形 如 忆 一 及 a 如 的 式 子 ,其 中 全 基 三 角 齐 分 里 的 定 
向 三 角形 ， 因为 每 个 定向 三 角形 的 边 缴 是 一 维 闭 链 , 所 以 链 
于 4h#f 是 闭 链 ， 我 们 正 是 把 这 个 癌 链 当 作 链 中 一 避 m 站 的 边缘 
do 

利用 链 的 边缘 这 个 概念 可 以 进一步 陈述 同调 的 概念 ， 三 角 剂 
分 里 的 闭 链 全 叫 作 在 这 个 三 角 市 分 里 同调 于 私 , 假如 它 是 这 个 三 
角 前 分 里 某 个 二 维 链 的 边缘 , 在 一 切 凸 闭 曲 而 的 三 角 齐 分 里 , 或 更 
一 般 些 说 , 在 同 胚 于 球面 的 一 切 曲 而 的 三 角 剖 分 里 ,任何 一 维 闭 链 
同调 于 堆 ， 从 几何 上 来 看 , 这 是 很 清楚 的 : 本 闭 曲 面 上 的 每 一 个 财 
少 边 形 必然 是 某 一 块 曲面 的 边界 ， 但 对 于 环 面 来 说 则 不 然 ， 环 面 
上 的 子午 线 以 及 赤道 都 不 是 这 个 曲面 上 任何 一 决 区 域 的 边界 ， 加 
果 取 环 面 的 任意 一 个 三 角 剖 分 ， 则 在 这 个 三 角 齐 分 里 可 以 找到 类 
亿 于 子午 线 与 赤道 的 睹 链 ,这 种 财 链 不 同调 于 入 。 

*» 202. 





在 前 面 所 作 的 射影 平面 的 角 前 分 里 ， 我 们 将 看 到 一 种 新 现 
象 ， 刻 果 把 直线 , 例如 直线 4B (图 18) 看 作 是 这 个 三 角 前 分 里 的 
闭 链 , 则 它 并 不 同调 于 零 ， 但 是 , 同一 条 吉 条, 如果 取 2 为 系数 , 则 
同调 于 零 、 因 此 , 在 链 的 定义 里 引入 异 于 土 1 的 整数 作 系数 ,最初 
条 起 来 似乎 是 形式 的 ,不 必要 的 , 但 现在 就 知道 并 不 如 此 ， 这 样 作 
能 够 全 我 们 抓 着 曲面 以 及 一 般 流 形 的 重要 几何 性 质 ， 在 现在 这 个 
情形 涉及 到 的 是 所 谓 乒 系 数 的 性 质 ， 就 是 在 流 形 上 存在 那样 的 六 
链 , 它 本 身 不 同调 于 零 ( 不 是 某 一 块 面积 的 边缘 ), 但 如 果 科 以 基 个 
适当 的 站 数 系数 以 后 ,就 同调 于 鹤 . 

最 后 ， 与 上 面 所 说 有 关 的 一 个 汲 共 鲁 要 的 概念 是 闭 链 的 同调 
独立 性 (或 同调 无 关 性 )。 闭 链 z， …，z 叫 作 在 三 角 前 分 里 是 问 
调 独 立 的 ， 假如 它们 的 任意 线性 组 合 于 cc 充当 所 有 的 a 都 为 罕 
时 方才 在 这 个 三 角 齐 分 上 同调 于 零 ， 在 环 面 上 ,作为 同调 独立 闭 
链 的 例子 ,可 以 取 任意 一 条 子午 线 及 赤道 , 把 它们 看 作 环 面 的 某 个 
三 角 宙 分 上 的 闭 链 . 

束 个 组 合 拓扑 学 的 基本 概念 一 边 毕 、 闭 链 、 同 调 的 概念 一 一 
我 们 上 面具 是 在 一 维 的 情形 给 了 定义 ， 但 是 这 些 定义 可 以 逐 字 逐 
名 地 推广 到 任何 维 数 ， 例如 ,二 维 链 ”~ 号 af 叫 作 是 一 个 闭 链 ， 
假如 它 的 边缘 4e* 一 咏 aud 夫 等于零， 三 维 链 是 形 如 一 吴 on 和 的 
式 子 , 其 中 愉 是 定向 的 三 维 单纯 形 (四 面体 ). 

如 同 在 三 角形 的 情形 一 样 ， 三 维 单纯 形 (四 面体 ) 的 定向 可 以 
由 顶点 排列 的 顺序 来 给 定 。 顶 点 的 两 种 顺序 排列 如 果 能 够 用 一 个 
侦 置换 互相 变换 ， 则 决定 同一 个 
定向 三维 定向 单纯 形 如 一 
《4BOD) 的 边缘 是 二 维 链 ( 闭 迎 ) 
dis= (BOD)— (ACD) + (ABD) 

一 (480) (图 20)。 三 维 链 的 边 

缘 就 定义 作 它 的 每 个 单纯 形 的 边 

义 冠 以 这 个 单纯 形 在 该 三 维 链 里 4 办 
出 现 的 系 茹 以 后 所 作 的 和 式 ， 读 四 2 
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者 不 难 验 证 ， 任 何 一 个 三 维 链 的 边缘 是 二 综 团 链 (这 只 需 对 汪 三 
维 单纯 形 来 加 以 证 明 就 况 了 )。 我 们 说 , 二 纺 闭 链 在 流 形 里 同调 于 
堆 , 假如 它 是 流 形 里 某 个 三 维 链 的 边缘 .如 此 类 推 ， 注 意 , 根据 前 
面 记 说 可 岩 向 与 不 可 定向 三 角 前 分 的 定义 立刻 推出 , 在 所 有 的 
可 定向 三 角 章 分 里 必定 存在 异 于 零 的 闭 链 (曲面 的 情形 是 二 维 闭 
链 )， 而 在 不 可 定向 的 三 角 齐 分 里 就 没有 这 样 的 闭 链 ， 这 个 结果 也 
可 以 立刻 兵 广 到 任何 维 数 的 流 形 。 

以 上 所 引入 的 概念 ,使 我 们 可 以 定义 任意 维 教 流 形 的 一 统 、 二 
维 、… 等 等 的 连通 阶 ， 在 每 个 济 形 的 任意 一 个 三 角 剖 分 里 ,同调 独 
立 的 一 维 .二 维 .… 闭 链 的 最 多 个 数 , 与 该 三 角 剂 分 的 选择 无 关 , 叫 
作 流 形 的 -- 维 ,二 维 .… 连 通 阶 ,或 叫 作 一 维 .二 维 、… 伯 划 数 . 

全 格 为 二 的 可 定 南 闭 曲 曾 的 一 维 值 蒂 数 等 于 2p (也 就 是 如 同 
在 82 里 所 定义 的 连通 芥 ). 射 影 平面 的 一 维 伯 带 数 等 于 零 ( 在 射影 
平面 里 , 任何 不 伸张 到 无 穷 远 的 闭 链 必 包 潮 一 决 面积 , 也 就 是 同调 
于 替 ， 而 伸张 到 无 穷 远 的 闭 链 , 例 如 射影 直线 , 当 取 它 二 次 即 二 倍 
时 间 调 于 零 )、- 一 切 不 可 定向 曲面 的 二 准 伯 带 数 等 于 零 ( 在 这 种 曲 
侧 上 没有 任何 异 于 零 的 二 维 闭 链 )、 

一 切 可 定向 二 维 曲 面 的 伯 蒂 数 等 于 1， 事实 上 ， 如 果 把 可 定 
向 曲面 的 某 个 三 角 前 分 里 的 每 一 个 三 角形 予以 适当 的 定向 ， 则 得 
到 .一个 闭 链 ( 所 谓 曲 面 的 基本 闭 链 )， 不 难 验证 ,一 切 二 维 闭 链 都 
可 以 从 把 基本 闭 链 乘 上 一 个 整数 系数 而 得 到 ， 这 个 结果 立刻 可 以 
推广 饰 m 维 流 形 上 去 还 可 以 注意 的 是 连通 波形 (也 就 是 不 分 和 
为 一 抉 以 上 的 流 形 ) 的 鹤 维 伯 攻 数 算 作 是 圭 

各 个 维 教 的 伯 鞍 数 与 欧 拉 竺 征 数 之 问 存在 着 一 个 奇妙 的 公 
式 , 这 是 欧 拉 定 理 的 推广 , 为 席 加 某所 证 明 。 这 个 著称 的 欧 拉 - 虐 
如 莱 公 式 具有 下 列 的 简单 形状 ， 


翌 (-Dx- 福 (~D'p. 





了 D 芷 前 丙 , 这 个 定义 是 对 于 贞 庆 的 三 多 沿 分 而 给 的 , 但 立 刻 可 以 推广 到 任意 维 数 
流 形 的 三 角 剖 分 上 


0。 


这 里 , 左 方 是 流 形 任意 一 个 三 角 齐 分 的 殉 拉 特征 数 , 右 方 的 数 p, 是 
这 个 流 形 的 ” 维 伯 蒂 数 ， 特 别 , 对 于 可 定向 曲面 ,我们 方才 已 经 看 
到 po=Pa=1, Ph 一 2p, 而 Pp 是 由 面 的 亏 格 。 从 这 里 就 得 到 关于 可 
定向 曲面 的 欧 拉 定理 : 

am 一 中 十 om 一 2 一 22. 


85. 向 量 场 


考虑 在 某 个 平面 区 域 G 里 给 出 的 最 简单 的 微分 方程 


型 -Ze, 9， (2) 


它 的 几何 浪 义 是 在 区 域 的 每 一 点 (z, ) 给 定 了 一 个 方向 , 这 个 
方向 的 角 系 数 等 于 卫 (z, 引 ， 这 里 也 (%, 殷 是 点 (z, 切 的 连续 丽 
数 , 就 是 通常 所 谓 在 区 域 9 时 给 定 了 一 个 迷 续 的 方向 场 ， 我 们 可 
以 很 容易 地 把 它 变 为 一 个 向 量 场 , 例如 , 只 要 沿 着 每 个 以 上 所 给 定 
的 方向 到 一 个 单位 长 度 的 向 量 ， 微 分 方程 (2) 的 积分 问题 实际 上 
就 是 , 如 果 这 是 可 能 的 , 把 已 给 的 平面 区 域 分 解 为 两 互 不 相交 的 曲 
线 (方程 的 “积分 曲线 ”), 使 得 在 区 域 的 每 一 点 , 切 于 在 这 一 点 给 定 
的 方 向 有 唯一 的 一 条 积分 曲线 通过 、 
例如 , 考虑 方程 
也 
2 
它 在 平面 上 每 一 点  (z, 幼 所 确定 的 方向 显然 是 射线 0 这 的 
方向 (这 里 , O 是 举 标 原点 )， 积 分 曲线 是 通过 点 0 的 直线 ， 通 过 
平 而 上 异 于 0 的 点 有 唯一 的 积分 曲线 . 至 于 坐标 原点 , 则 是 这 个 微 
分 方程 的 一 个 奇 点 (所 谓 “ 结 点 ”), 所 有 的 积分 曲线 都 通过 这 一 点 ， 
如 果 我 们 取 微 分 方程 
dy 


do y” 
则 可 以 看 出 , 它 在 每 个 异 于 口 的 点 时 (wm, 9) 所 确定 的 方向 垂直 于 
OH， 在 这 个 情形 , 积分 曲线 是 以 点 D 为 中 心 的 圆 , 点 O 仍然 是 徽 
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分 方程 的 奇 点 , 但 是 属于 另外 一 种 类 型 , 它 不 是 “ 结 点 ”而 是 所 谓 
“中 心 "。 还 存在 其 他 类 型 的 奇 点 ( 见 第 五 章 ,$6), 图 34，22 上 画 


出 了 一 些 ， 微 分 方程 型 一 也 没有 朵 供 分 曲线 ， 但 微分 方 各 
你 = -于 只 有 半 积 分 则 线 ， 也 有 那 种 积分 曲线 ， 电 旋 式 地 绕 紧 


次 点 ,这 种 奇 点 册 作 焦点 . 

对 于 很 多 实用 部 门 来 说 , 极其 重要 的 情形 是 所 谓 极 限 图 , 这 是 
一 条 闭 积分 曲线 , 而 其 他 的 积分 曲线 螺旋 式 地 围 着 它 逐 渐 绕 紧 .各 
分 曲线 相互 之 间 相 对 位 置 的 分 布 情况 ， 积 分 曲线 与 奇 点 之 间 相 对 
位 置 的 分 布 情况 ， 都 还 有 许多 其 他 的 情形 存在 ， 凡是 涉及 微分 方 
程 积分 击 线 的 形状 与 分 布 以 及 奇 点 数目 、 人 性质 、 相 互 分 布 位 置 等 的 
问题 , 都 是 属于 微分 方程 定性 理论 的 .如同 它 的 名 称 所 表现 的 , 微 
分 方程 的 定性 理论 把 直接 对 微分 方程 施行 积分 而 得 出 “有 限 形 式 ” 
解 案 的 企图 权 具 撤 开 一 旁 ， 正 如 有 些 用 近似 方法 求 数值 积分 的 情 
况 . 定性 理论 的 基本 对 和 象 ， 实质 上 是 微分 方程 的 方向 场 以 及 积分 
曲线 系 的 拓扑 学 . 

首先 是 由 于 力学 、 物 理 与 技术 科学 中 问题 的 刺激 才 使 得 人 们 
以 定性 的 方式 来 接近 微分 方程 ， 这 中 间 包 含 闭 积分 曲线 的 存在 问 
题 , 特别 是 一 切 有 关 极 限 图 的 存在 、 数目 与 产生 的 问题 。 最 初 , 这 
些 问 题 的 产生 是 由 于 庞 加 莱 关 于 天 体力 学 与 字 宙 学 的 研究 ， 如 同 
前 面 曾 经 说 过 ， 这 些 也 正 是 促使 这 位 法 国 几何 学 者 从 事 折 扑 学 研 
究 的 动机 ， 在 苏联 学 者 所 创始 的 、 属 于 振动 论 与 无 线 电 技术 的 卓 
越 的 研究 工作 中 , 微分 方程 论 的 拓扑 问题 占据 了 中 心 的 位 置 之 一 。 
我 所 指 的 是 工 丐 . 曼 德尔 斯 塔 姆 的 学 派 以 及 由 那里 传 下 来 的 六 
A. 安 德 洛 诺 夫 学 派 , 它们 各 自 为 成 为 微分 方程 定性 理论 的 研究 中 
心 ,并且 可 以 说 也 是 微分 方程 拓扑 理论 研究 工作 的 主要 中 心 之 一 . 
另 一 个 在 相当 大 的 程度 上 用 拓扑 方法 来 研究 微分 方程 定性 理论 的 
工作 中 心 是 莫斯科 大 学 的 B. B. 斯 捷 巴 诺 闪 与 B. B. 浊 梅 获 菩 学 
派 。 在 列宁 格 勒 , 斯 维尔 德 洛 夫 以 及 卡 又 的 数学 家 们 关于 微分 方 
程 定性 理论 的 工作 当中 , 拓扑 方法 也 占有 一 个 突出 的 地 位 。 
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图 也 
微分 方程 论 不 仅 导致 了 平面 上 向 量 场 的 研究 ， 并 且 也 导致 了 
高 维 流 形 上 向 量 场 的 研究 、 由 多 个 微分 方程 所 构成 的 最 简单 的 方 
程 组 就 已 经 几何 地 解释 为 高 维 欧 氏 空间 里 的 方向 场 ， 引 入 所 讽 方 
程 的 初 积分 ， 就 意味 着 在 所 有 的 积分 曲线 中 划分 出 那些 位 于 某 个 
流 形 上 的 曲线 来 , 而 流 形 是 由 初 积分 决定 的 .任何 动力 体系 (在 它 
的 古典 意义 之 下 ), 一 般 地 说 ,都 导致 了 一 个 由 它 所 有 可 能 的 状态 
全 体 所 组 成 的 高 维 流 形 ( 见 $ 8), 并 且 导 致 了 微分 方程 组 ,其 积分 
曲线 填 满 了 由 动力 系统 一 切 可 能 运动 状态 全 体 所 形成 的 相 空 间 ， 
每 一 个 单独 的 运动 由 这 样 或 那样 的 初始 条 件 决定 。 因此 ， 在 这 个 
情形 ,基本 的 研究 对 象 也 是 流 形 上 的 方向 杨 及 轨 线 系 。 大 量 的 实 
际 应 用 , 特别 是 近 几 年 来 出 现 的 , 使 得 微分 方程 的 定性 理论 在 极其 
广泛 的 方面 得 到 显著 的 发 展 . 因此 ,作为 这 个 理论 的 基础 的 拓扑 
学 也 是 如 此 ， 近代 拓扑 学 的 迅速 成 长 ， 以 致 过 去 半 个 世纪 里 在 整 
个 数学 发 展 中 占 颜 大 的 比重 , 也 正 应 当归 功 于 这 些 力学 的 、 物 理学 
的 与 天 文学 的 课题 记 产 生 的 推动 力 .读者 如 果 愿 意 知道 微分 方程 
论 中 拓扑 问题 在 物理 与 技术 方面 的 具体 情况 ， 可 以 参照 入. &. 安 
德 洛 诺 夫 与 0. 9. 海 金 合 写 的 名 著 " 振动 论 ”. 
作为 在 高 维 流 形 上 向 其 场 理论 中 所 解决 的 具体 问题 的 一 个 便 
子 , 考 虑 关于 这 种 向 量 场 奇 点 的 代数 总 数 问题 . 
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设 已 给 任意 一 个 平滑 流 形 。 为 简单 起 见 , 就 假设 是 一 个 平滑 
的 闭 曲面 。 假 定 在 流 形 的 每 一 点 已 给 定 了 一 个 与 它 相 切 的 向 量 ， 
并 且 无 论 按 长 度 或 按 方向 都 随 着 该 点 连续 地 变动 。 向 量 场 的 亲 点 
就 是 流 形 上 那样 的 点 ， 对 于 它们 所 给 定 的 向 量 是 零 向 量 ， 也 就 是 
说 , 没有 一 个 确定 的 方向 我 们 假定 每 个 这 样 的 奇 点 是 孤立 点 ,在 
阅 流 形 上 , 这 就 表示 说 只 有 有 限 多 个 奇 点 (否则 ,这 种 点 的 一 部 分 
将 豪 在 某 个 极限 点 局 围 , 由 于 连续 性 , 这 极限 点 本 身 也 是 奇 点 , 但 
却 不 是 孤立 点 ). 

对 于 孤立 奇 点 可 以 定义 它 的 指数 一 一 这 个 概念 在 某 种 意义 之 
下 类 似 于 代数 方程 根 的 重 数 .为 了 说 明 指数 的 定义 , 把 所 考 虚 的 奇 
点 用 某 个 团 曲线 O (在 平面 上 就 简单 地 是 一 个 小 贺 ) “孤立 起 来 ”， 
也 就 是 说 , 流 形 上 这 样 的 一 条 闭 曲 线 , 它 不 通过 任何 奇 点 , 但 包围 
了 我 们 所 考虑 的 那个 奇 点 作为 唯一 的 一 个 奇 点 在 内 部 ， 在 曲线 C 
上 的 每 一 点 , 场 的 方向 是 唯一 确定 的 .为 简单 起 见 , 假设 我 们 这 个 
奇 点 的 被 0 所 团 的 邻 域 是 一 个 平面 区 域 (在 一 般 的 情形 , 我 们 所 
留意 的 邻 域 以 及 它 之 上 的 场 可 以 映 在 平面 上 )， 若 沿 着 曲线 按 正 
方向 而 环行 一 周 ， 则 场 的 向 量 与 某 固定 方向 的 交角 比 开 始 时 增加 
的 值 必 可 写 为 2pm 的 形状 ， 这 里 大 是 一 个 完全 确定 的 整数 ， 这 个 
个 加 数值 不 依赖 于 把 奇 点 孤立 起 来 所 用 的 闭 曲 线 的 选择 . 在 图 
21、22 上 所 画 奇 点 的 指数 分 别 为 十 3 与 一 2.。 类似 地 , 但 比较 复 
杂 一 些 , 可 以 定义 在 任意 ” 维 (n>2) 流 形 上 向 量 (方向 ) 场 奇 点 的 
指数 .德国 数学 家 互 . 霍 南 在 1926 年 证 明了 下 列 美妙 的 定理 : 如 
果 在 流 形 上 所 给 的 是 只 有 有 限 多 个 奇 点 的 连续 向 量 场 ， 则 这 些 奇 
点 的 指数 之 和 ， 或 者 所 谓 奇 点 的 代数 总 数 ， 不 依赖 于 向 量 场 的 选 
择 , 并 且 总 是 等 于 流 形 的 欧 拉 特征 数 . 

从 霍 南 定理 可 以 准 知 ， 仅 在 欧 拉 特征 数 为 零 的 流 形 上 才 可 能 
给 出 不 具有 奇 点 的 向 量 场 ; 并 且 可 以 证 明 ,在 这 样 的 流 形 上 一 定 也 
可 以 造 出 不 具有 奇 点 的 向 量 场 ， 因 此 , 在 所 有 的 闭 曲 面 当 中 , 只 有 
在 环 面 以 及 所 谓 单 侗 环 面 ( 克 菜 菌 曲面 ) 上 存在 不 具有 奇 点 的 向 量 
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场 *, 
与 向 量 场 理论 密切 联系 的 是 流 形 自己 映 入 自己 的 连续 映 象 的 
理论 , 特别 是 关于 这 种 映 象 的 不 动 点 存在 与 否 的 问题 。 点 2 叫 作 
了 映 象 了 的 不 动 点 , 假如 它 在 映 象 了 之 下 的 象 与 它 本 身 重 合 , 也 就 中 
说 
fe) = 

为 要 把 这 种 联系 说 清楚 , 考虑 一 个 最 简单 的 情形 一 一 把 圆 环 用 连 
续 映 象 了 映 入 自己 的 情形 ， 把 加 内 的 每 一 点 zx 与 它 的 象 了 (z) 联 
结 , 我 们 得 到 一 个 向 量 te 一 zf (z)。 这 个 向 量 为 零 , 当 且 仅 当 了 (z) 
一 z， 也 就 是 说 , > 是 瞎 象 了 的 不 动 点 。 我 们 来 证 明 这 样 的 点 的 确 
存在 。 设 若 不 然 ， 让 我 们 来 求 洪 着 加 五 的 加 周 O 上 述 向 量 场 的 

当 把 向 量 场 连续 地 变动 时 , 显然 它 在 圆周 C 上 的 旋 度 也 连续 
地 变动 ， 旋 诺 既 然 是 一 个 整数 , 所 以 它 也 只 能 保持 为 常数 。 从 这 
里 就 已 经 可 以 推出 向 量 场 沿 着 圆周 C 的 旋 度 等 于 1。 事实 上 ， 因 
为 加 玉 内 每 一 点 的 象 依然 扁 于 及 , 所 以 对 于 贺 周 O 上 的 点 2 来 
说 , 向量 Ws( 由 于 我 们 的 假设 , 必 不 为 零 ) 指 向 圆 内 部 , 因此 与 半径 
Os 交 于 锐角 ， 而 半径 0z 可 以 看 作 在 点 2 的、 指向 圆心 0 的 向 量 . 

对 于 在 网 周 0O 上 的 一 切 点 2, 令 us 受到 这 样 的 连续 变动 ， 使 
得 它们 每 一 个 都 逐渐 地 转动 了 一 个 锐角 而 达到 最 后 与 半径 所 代表 
的 向 量 重 合 ， 我 们 方才 讲 过 , 经 历 这 样 的 变动 时 , 向 量 场 沿 着 贺 周 
的 旋 度 不 变 , 但 变动 的 结果 , 使 得 原来 的 向 量 场 变 为 由 半径 组 成 
的 向 量 场 , 而 后 者 的 旋 度 显然 是 1， 因 此 , 我 们 原来 的 向 量 场 沿 着 
圆周 C 的 旋 度 也 是 1. 

由 于 所 考虑 的 向 量 场 是 连续 的 , 所 以 它 在 两 个 以 O 为 中 心 而 
半径 相差 很 小 的 同心 加 上 所 得 到 的 旋 度 值 相等 ?， 因 此 , 这 个 向 量 
场 灌 着 圆 K 内 一 切 以 0 为 中 心 的 圆周 所 取 的 旋 度 都 具有 相同 的 

， 克 其 茵 邮 面 上 的 向 量 场 正 负 方向 不 分 , 飞 为 它 是 无 向 曲面 的 一 种 .一 校 者 注 


1 由 假设 映 象 了 没有 不 动 点 ， 因 此 诊 景 场 到 处 有 定义 且 异 于 等 。 这 就 有 可 能 来 
说 ,向 域 场 诬 着 加 疙 内 任 意 一 条 闭 巾 线 的 族 训 。 
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估 革 但 因为 由 假设 ,向 是 gs 在 加 内 每 一 点 有 定义 并 且 异 于 零 ， 
特别 在 原点 O 也 是 如 此 ， 因 此 ， 沿 车 以 0 为 中 心 而 且 半径 适当 小 
的 图 周 ,向量 场 所 取 的 旋 度 值 为 零 ， 得 到 矛盾 ! 于 是 推 知 , 把 圆 映 
入 自己 的 连续 映 象 必定 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 这 个 定理 是 那个 非常 
重 砚 的 布 劳 埃 耳 不 动 点 定理 的 一 个 特别 情形 ， 布 劳 埃 耳 定 理 说 ， 
任意 一 个 把 ” 维 球体 映 入 自己 的 连续 映 条 必定 至 少 有 一 个 不 动 
点 . 

这 样 或 那样 类 型 的 关于 不 动 点 存在 的 定理 ， 近 年 米 已 有 详细 
的 研讨 , 它们 组 成 流 形 拓扑 学 的 一 个 主要 部 分 


8 6、 拓扑 学 的 发 展 


在 上 个 世纪 末 ， 拓 扑 学 中 或 多 或 少 得 到 一 些 发 展 的 叭 一 分 支 
是 闭 咯 面 的 拓扑 学 ， 这 个 理论 的 建立 与 十 九 世纪 里 复 变 函 数论 的 
发 展 杞 联系 .作为 在 十 九 世纪 的 数学 史上 最 突出 成 绩 之 一 的 复 变 
画 数 论 ,， 曾经 循 荐 好 儿 条 不 同 的 道路 而 发 展 起 来 。 黎明 的 儿 们 方 
法 ， 从 掌握 所 研究 对 象 的 本 质 这 一 点 来 看 ， 是 最 有 成 效 的 方法 之 
一 ， 确 当地 说 明了 在 复 变 函 数 的 一 般 理 论 里 不 能 只 限于 考虑 单 值 
函数 之 后 , 黎 曙 方法 引入 了 所 谓 获 曼 曲 面 、 对 于 最 简单 的 情形 , 象 
复 变数 的 代数 函数 ， 则 相应 的 这 种 曲面 必然 是 可 定向 闭 曲面 。 在 
某 种 熟知 的 意义 之 下 ， 研 究 这 种 曲面 的 拓扑 性 质 就 等 价 于 研究 所 
给 的 代数 函数 。 歼 总 思想 的 进一步 发 展 归功 于 庭 加 莱 、 克 菜 菌 以 
及 他 们 的 后 继 者 。 结果 建立 了 函数 论 、 闭 曲面 的 拓扑 学 以 及 非 欧 
几何 ( 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 运动 群 的 理论 ) 之 间 意 想不到 的 深刻 联 
系 Y。 于 是 , 属于 数学 中 完全 不 同 分 支 的 重大 问题 , 第 一 次 把 拓扑 
学 有 机 地 包含 进去 . 

当 这 些 问题 进一步 发 展 后 ， 单 单 考虑 曲面 的 拓扑 学 便 感 到 不 
足 , 而 有 必要 解决 w” 维 拓扑 学 中 一 定 的 问题 . 第 一 个 过 到 的 这 种 
问题 是 空间 维 数 的 拓扑 不 变性 .问题 在 于 证 明 当 nm 时 ,n 维 欧 

力 参 户 和 下, 己 崭 西 维 奖 “条 析 奖 数论 ”1950. 
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氏 空 间 不 能 够 拓扑 地 映 漠 m 维 网 氏 空 间 ， 这 个 困难 的 问题 首先 为 
布 劳 埃 耳 在 1911 年 予以 解决 ?因为 要 解决 这 个 问题 而 发 明了 一 
些 新 的 拓扑 方法 ， 这 些 方法 使 得 高 维 流 形 的 连续 映 象 理 论 以 及 高 
维 流 形 上 的 向 量 场 理论 迅速 地 开始 发 展 .在 所 有 这 些 研 究 工作 里 ， 
需要 用 到 所 谓 点 集 拓 扑 学 的 最 基本 概念 . 拓扑 学 的 这 一 分 支 ,是 
由 上 世纪 末 叶 康 托 尔 所 建立 的 集合 论 而 产生 的 点 集 拓扑 学 所 研究 
的 对 象 , 也 就 是 说 , 所 考虑 的 几何 图 形 类 是 极其 广泛 的 ,即便 不 包 
括 位 于 欧 氏 空间 里 的 一 切 集合 ， 至 少 也 包括 了 欧 氏 空间 中 的 一 邹 
闭 集 ， 对 于 新 的 点 集 拓 扑 学 的 迅速 发 展 , 各 国学 者 都 起 了 作用 , 特 
别 应 该 指出 的 是 波兰 的 拓扑 学 派 . 

在 苏维埃 拓扑 学 家 的 工作 里 ， 点 集 拓扑 学 的 发 展 得 到 本 质 上 
全 新 的 方向 , 特别 是 杰出 的 、 但 不 幸 天 折 的 苏联 数学 家 芽 . 0. 乌 利 
还 (189S 一 1924) 所 建立 的 一 般 维 数论 , 使 最 一 般 的 点 集 邦 能 按 其 
本 的 特征 一 一 维 数 来 分 类 . 这 种 分 类 极其 有 成 效 ， 并 引起 了 以 全 
新 的 一 种 观点 来 研究 最 广义 的 儿 何 形状 *。 乌 利 逊 在 他 的 维 数 理 
论 中 所 发 展 的 思想 ， 也 成 为 使 工 A. 刘 斯 铁 尔 尼克 (与 了 .1. 史 尼 
秆 尔 虽 合 作 的 ) 在 变 分 学 方面 卓越 的 工作 所 问 以 产生 的 基础 . 

在 这 些 工作 里 除了 其 他 结果 以 外 ， 还 对 庞 加 莱 关 于 在 一 切 同 
胚 子 球面 的 曲面 上 是 否 必 然 存 在 三 条 无 重点 财 测 地 线 的 问题 给 予 
了 彻底 的 解决 

另 一 方面 , 在 维 数 型 论 的 基础 上 , II. 0. 亚历山大 消失 把 组 合 
拓扑 学 里 的 代数 方法 移植 到 点 集 论 的 领域 里 来 ， 而 后 者 又 引出 了 
拓扑 学 研究 的 新 方向 。 在 这 方面 , 直到 最 年 轻 一 代 的 效 学 家 , 苏联 





了 实际 上 ,为 了 复 变 甬 数 论 的 发 展 还 必须 解决 一 个 更 难 些 的 问题 , 那 就 是 证 明 ? 
维 区 域 在 n 维 空间 里 的 拓扑 象 必然 是 一 个 区 域 。 这 个 忆 题 也 为 布 劳 埃 耳 解决 了 . 

2) 乌 利 进 对 于 难 数 以 归纳 的 方式 所 下 的 定义 可 以 看 作 是 罗 巴 切 夫 斯 基 把 载 断 作 
为 某 本 几何 送 算 这 笠 想 法 的 一 个 最 完全 的 发 展 。 这 个 定 义 可 以 比较 近似 地 陈述 如 下 : 
集合 是 0 维 的 ,假如 它 可 以 表示 为 两 两 互 不 附 贴 的 适当 小 子 集 之 和 ,集合 是 % 维 的 ， 己 
如 它 可 以 用 (n 一 1) 维 子 售 “ 切 "为 适当 小 的 两 两 互 不 洗 贴 的 子 集 之 部 , 并 且 用 小 于 
(一 防 维 的 集合 是 不 可 能 作 到 的 (在 7 里 将 第 出 , 从 近代 而 扑 学 眼光 来 看 较为 将 确 的 
关于 队 贴 往 的 定义 )。 


"ol. 


都 始 余 领 先 1. 

至 于 组 合 拓扑 学 本 身 , 大 约 在 1915 年 前 后 ， 美 国 的 拓扑 学 者 
瑶 布 伦 .比尔 可 夫 、 亚 历 山大 、 莱 夫 爹 茨 等 人 开始 了 一 系列 的 研究 . 
例如 ， 亚 历 山大 证 明了 伯 蒂 数 的 拓扑 不 变性 以 及 他 自己 的 基本 对 
偶 定 理 , 后 者 是 A[. 0. 邦 特 里 雅 金 进 一 步 深入 研究 的 出 发 点 ， 莱 夫 
会 区 给 出 了 关于 流 形 上 任意 自我 连续 映 象 的 不 动 点 代数 总 数 的 著 
名 公式 , 并 建立 了 连续 驶 象 一 般 代 数理 论 的 基础 , 后 来 又 为 鹤 甫 进 
一 步 发 展 ， 比 尔 可 夫 在 科学 上 的 功绩 是 把 动力 系统 的 理论 在 它 的 
拓扑 方面 与 度量 方面 作 了 本 质 的 推进 , 等 等 . 流 形 拓扑 学 以 及 连续 
映 象 的 理论 在 替 青 的 工作 里 得 到 诬 远 的 发 展 ， 和 一 些 别 的 结果 一 
样 ， 他 证 明 存在 无 穷 多 个 实质 上 互 异 的 从 三 维 球面 到 二 维 球面 的 
连续 映 象 . 所 谓 两 个 连续 映 象 实质 上 互 异 ， 是 指 不 能 经 过 连续 地 
变动 把 它们 中 的 一 个 变 为 另 一 个 。 这 样 ， 替 二 就 莫 定 了 一 个 新 方 
向 的 基础 , 就 是 所 谓 同 伦 论 .近年 来 , 在 同 伦 论 里 , 或 者 更 一 般 地 
说 , 在 整个 组 合 拓扑 学 里 , 由 新 兴 法 国 拓扑 学 派 ( 菜 雷 , 谢 尔 ) 工 作 
的 影响 而 获得 了 巨大 的 跃进 . 

如 辣 前 面 记 指 出 ， 乌 利 过 的 基本 的 研究 工作 是 苏维埃 数学 家 
在 拓扑 学 领域 里 从 事 活动 的 开端 ， 这些 研究 属于 点 集 拓扑 学 的 范 
图, 不 过 在 二 十 年 代 末 , 苏维埃 拓扑 学 家 们 已 经 把 组 合 拓扑 学 也 包 
含 在 自己 的 兴趣 范围 之 内 .。 这 个 过 程 的 进行 是 非常 独特 的 ， 是 由 
于 把 组 合 方法 用 来 研究 闭 集 , 也 就 是 说 , 由 非常 广义 的 对 象 而 发 生 
的 .在 这 个 基础 上 产生 了 本 世纪 最 突出 的 几何 发 现 之 一 一 一 小 (. 
邦 特 里 雅 金 一 般 对 偶 律 的 陈述 与 证 明 ，% 维 在 氏 空间 中 闭 集 的 拓 
扑 结构 与 它 余 集 的 折 扑 结构 之 间 的 关系 可 以 说 已 经 详尽 无 遗 地 包 
含 在 这 个 深刻 的 对 偶 律 里 了 .与 他 的 对 偶 律 相关 联 , I C. 邦 特 里 
雅 金 建立 了 交换 群 的 一 般 特征 标 理论 .这 又 引导 他 对 一 般 拓扑 群 





力 这 睾 应 读 条 出 工 C. 亚历山大 洛 夫 的 所 谓 维 数 的 同调 理论, 与 之 有 关 的 为 卫 
C. 邦 特 里 卵 金 所 板 出 的 有 趣 的 例子 ,以 及 在 外. 全 , 波 克 斯 坦 、B. 了 . 保 尔 强 和 斯 基 , 特别 
是 天 . A. 西 岩 尼 可 夫 的 工作 中 关于 纵 数 的 间 调 理论 进一步 的 发 展 ， 工 . C. 邦 符 里 路 人 金 
的 对 侦 律 ,我 们 即 格 谈 到 。 


“a2. 





与 古典 的 连续 李 群 进行 研究 。 这 个 领域 由 于 也 0. 邦 特 里 雅 金 的 
工作 而 完全 改变 了 面 萄 。 此 外 , LC. 邦 特 里 雅 金 与 他 的 学 生 (B. 
了 保 尔 强 斯 基 , 区 . M. 波斯 特 尼 可 夫 等 人 ) 对 于 流 形 的 拓扑 学 以 及 
它们 的 连续 肌 象 作 了 许多 府 越 的 工作 ， 在 这 些 工作 里 , 一 种 所 谓 
Y 同调 的 新 方法 得 到 应 用 . V 同调 是 4. H， 向 尔 英 果 洛 夫 与 亚 
历 山大 分 别 独立 地 引入 组 合 拓扑 学 的 。 这 个 现在 在 整个 同调 论 里 
占 头等 地 位 的 方法 , 也 使 得 工 C. 邦 特 里 雅 金 对 侦 律 得 以 在 完全 不 
同 的 方向 继续 发 展 , 因而 引出 A. HH, 阔 尔 莫 果 洛 夫 (与 亚 历 山大) 
的 、II.C. 亚历山大 洛 夫 的 以 及 KK. A. 西 特 尼 可 夫 的 对 偶 律 , 这 些 
都 是 近代 拓 补 学 中 突出 的 结果 ， 在 工 A, 刘 斯 铁 尔 尼 克 关 于 变 分 
学 的 最 近 工作 里 , 这 个 方法 也 得 到 重要 的 应 用 . 


§7. 度量 空间 与 拓扑 空间 


在 这 一 章 的 开始 ， 我 们 曾经 谈 到 把 (图 形 各 部 分 的 ) 附 贴 关系 
作为 基本 的 拓扑 概念 , 把 连续 映 象 定义 作 保持 附 贴 关 系 的 变换 , 但 
是 我 们 并 没有 给 出 这 个 基本 概念 的 精确 定义 ， 老 要 把 这 个 定义 给 
得 足够 广泛 , 也 只 有 依赖 集合 论 的 概念 。 本 节 的 目的 正在 于 此 , 引 
入 拓扑 空间 的 概念 就 使 这 个 问题 圆满 解决 . 

集合 论 所 能 够 给 出 的 关于 几何 图 形 的 概念 ， 其 广泛 的 程度 与 
一 般 性 是 所 谓 “ 古 典 ” 数 学 所 达 不 到 的 。 几何 学 的 , 特别 是 拓扑 学 
的 研究 对 象 现 在 变 成 了 任意 的 点 集 , 也 就 是 说 , 任意 一 个 以 nn 维 欧 
氏 空 间 中 的 点 作为 元 素 的 集合 。" 维 空间 的 点 与 点 之 间 有 确定 的 
距离 , 点 和 4= (21, 23,*…， ts) 与 点 一 (Yi, Ya，…, 加 ) 之 间 的 距离 
按 定义 等 于 非 负 实数 

plA, B= (er—y) tra ys) + (met yn). 

距离 概念 使 得 我 们 可 以 第 一 步 先 定义 集合 与 点 的 附 贴 ， 热 后 
定义 两 个 集合 之 间 的 附 贴 。 我 们 说 点 4 是 集合 的 附 贴 点 ， 假 
如 在 集合 用 里 存在 与 点 4 的 距离 小 于 任意 预先 给 定 正 数 的 点 . 显 
然 ， 和 集合 中 的 每 一 点 是 附 贴 点 ， 但 不 属于 集合 的 点 也 可 以 是 附 贴 

38 。 


点 ， 例 如 ， 取 数 轴 上 的 开 区 间 (《0, 1)， 也 就 是 说 , 位 于 0 与 工 之 问 
的 一 切 点 ; 点 0 与 工本 身 并 不 属 主 这 个 区 间 , 但 在 区 间 《0, 了 中 在 
在 着 任意 地 接近 于 0 与 1 的 点 ， 如 果 一 个 集合 包含 了 它 所 有 的 附 
贴 点 , 则 这 个 集合 叫 作 闵 集 ， 例 部, 数 轴 上 的 区 间 [0, 切 , 所 有 有 消 
足 不 等 式 0<z<l 的 点 ,组 成 一 个 闭 集 . 

平面 上 的 或 者 三 维 空间 里 的 或 者 更 高 维 空间 里 的 闭 集 可 以 是 
构造 航 其 复杂 的 集合 ， 正 是 这 种 集合 在 nn 维 空间 的 点 集 拓 扑 学 里 
将 被 作为 首页 的 研究 对 象 ， 我 们 说 两 个 集合 P 与 @ 互相 附 贴 , 假 
如 它们 之 中 至 少 有 一 个 包含 了 另 一 个 的 附 贴 点 .根据 这 个 定义 ， 
两 个 相交 的 (具有 公共 点 的 ) 集合 总 是 互相 附 贴 的 ， 从 上 面 的 定义 
可 知 , 两 个 闭 集 仅 当 具有 公共 点 时 才 附 贴 ; 又 如 区 间 [0, 汪 与 (1, 2) 
则 是 附 赔 的 ,虽然 它们 不 具有 公共 点 ， 代 区 间 [0, 二 中 的 点 1 同 
时 也 是 区 间 《1L, 3) 中 的 附 贴 点 。 共 次 , 我 们 说 集合 五 被 它 的 子 集 
S 分 着 ("截断 ”), 或 者 说 是 集合 忆 的 “截面 ", 假如 及 中 所 有 的 
不 属于 加 的 点 全 体 所 形成 的 集合 瑟瑟 可 以 分 解 为 两 个 互 不 附 贴 

于 是 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 关 于 附 贴 与 截断 的 想法 就 在 近代 拓扑 学 
冉 得 到 高 度 精 确 与 广泛 的 才 达 。 我 已 经 看 到 ,， 乌 利 逊 怎样 以 这 些 
想法 为 基础 而 定义 了 任意 集合 的 维 数 ( 见 211 页 注释 )， 现 在 这 个 
定义 也 得 到 完全 精确 的 通 义 。 对 于 连续 喘 象 或 变换 来 说 , 情 血 也 
是 如 此 . 把 集合 圣 里 入 集合 YF 的 映 象 了 对 作 是 连续 的 , 假如 三保 
持 附 贴 性 ， 也 就 是 说 ， 如 果 集 台 卫 中 的 点 4 是 并 中 某 个 子 集 p 
的 附 贴 点 , 则 点 4 的 象 (4) 是 集合 史 的 象 F(P) 的 附 贴 点 ， 最 后 
把 集合 了 一 对 一 地 喘 满 集合 工 的 映 得 叫 作 是 拓扑 的 , 假如 这 个 
上 映 象 自己 以 及 它 的 送 卫 象 把 王 映 满 也) 都 是 连续 映 象 ， 这 些 定 
义 例 得 我 们 在 第 一 节 里 所 说 的 事情 得 到 完全 确切 的 基础 . 

但 是 点 集 拓 扑 学 广泛 的 程度 决 不 限于 内 考虑 由 通常 意义 的 点 
所 构成 的 几何 图 湛 。 距 离 概念 不 仅仅 可 以 在 欧 氏 空间 里 的 点 与 点 
之 问 引 入 , 并 二 可 以 在 其 他 的 、 看 起 米 与 几何 毫 不 相干 的 那 种 对 尔 
上 引进 . 
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例如 , 考虑 在 区 间 (0, 1) 上 定义 的 连续 函数 全 体 所 形成 的 集 
合 , 定义 函数 了 与 9 之 间 的 距离 p( 九 9) 为 式 于 |f(@) 一 9(e) | 当 
遍及 整个 区 间 (0,1) 时 所 取 的 最 大 值 . 这 个 “距离 "满足 空间 中 两 
点 之 间距 离 的 一 切 基本 人 性质 : 两 个 函数 了 与 9 之 间 的 距离 p(f,9) 
等 于 零 ， 当 且 仅 当 这 两 个 函数 重合 ， 也 就 是 说 ， 当 f(z) 一 g(?) 对 
于 一 切 z 成 立 ; 其 次 , 距离 显然 是 对 称 的 , 也 就 是 说 , pCf, 9) 一 
plg, 刀 ; 最 后 , 它 满足 所 谓 三 角形 公理 , 即 对 于 任意 三 个 函数 所 
Ja ja 我 们 有 p(f fa) +p(fa fp(/a fs)， 通 常 说 , 引进 
距离 定义 使 我 们 的 函数 集合 成 为 度量 空间 (一 般 记 作 CD). 所 调度 
基 空 间 , 一 般 了 解 如 下 ， 直 某 种 叫 作 点 的 对 象 所 构成 的 集合 ,如果 
对 于 每 两 点 定义 了 一 个 非 负 实数 叫 作 距 离 ,满足 出 才 所 说 的 “ 肛 离 
公理 ”， 则 我 们 说 这 个 集合 具备 了 上 述 的 距离 以 后 , 形成 一 个 度量 
空间 . 

对 于 任何 度量 空间 , 我 们 可 以 考 蝶 它 子 集 的 附 贴 点 , 考 患 子 集 
之 间 的 附 贴 , 因此 一 般 地 说 , 可 以 考虑 拓扑 概念 ( 闭 集 ， 连 续 映 象 ， 
以 及 由 这 些 最 简单 的 概念 所 演出 的 概念 )， 这 种 方式 为 拓扑 的 想 
法 或 一 般 地 说 几何 的 想法 开辟 了 广阔 而 丰富 的 应 用 领域 ， 初 看 起 
来 , 好 象 这 此 领域 与 几何 的 想法 完全 无 关 , 我 们 举例 说 明之 。 

仍然 到 微分 方程 (2): 


垩 -Pa YW). 
如 果 对 于 0<<z<<1, =%(a 是 方程 的 解 , 并且 当 = 一 0 时 gg, 见 
显然 函数 9g(z) 注 下 积分 方程 
po) =f Pls, ole))dr, (8) 
现在 考虑 积分 B( 胜 一 (ae, f(z))dz, 这 里 0<w<l, 而 了 (四 是 


任意 一 个 在 闭 区 间 (0, 1 上 定义 的 连续 秒 数 。 这 个 积分 也 是 在 区 
问 (0, 1) 上 定义 的 某 一 个 连续 勇 数 9(z)。 这样, 式 子 9( 有 = 


人 kg, Fa) 允 于 每 个 函数 了 对 应 了 一 个 函数 9 一 GL7), 换 句 
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话说 , 我 们 有 一 个 映 旬 G 将 度量 空间 C 映 入 自己 ,并 且 容易 看 出 
环 , 这 个 映 依 是 连续 的 , 这 时 ,作为 方程 (或 与 之 等 价 的 方程 (3) 
的 解 ， 函 数 p(z》 (可 能 有 好 几 个 ) 将 有 些 什么 特征 性 质 网 ， 显然 可 
以 看 出 ,在 我 们 的 映 象 日 之 下 它 变 为 自己 , 也 就 是 说 , 是 里 象 人 的 
不 动 点 。 映 象 @ 的 确 存在 这 样 的 不 动 点 -一 这 可 以 从 1936 年 
J1. 0. 亚历山大 洛 夫 与 B. B. 涅 梅 欧 基 所 证 明 关 于 度量 空间 自我 连 
续 映 象 不 动 点 的 一 个 非常 一 般 的 定理 淮 册 .近年 来, 以 这 种 或 那 种 
函数 为 点 的 度量 空间 (这 种 空间 叫 作 函数 空间 ) 已 成 为 数学 分 析 中 
经 常 应 用 的 工具 ; 以 一 部 分 拓扑 方法 , 但 主要 是 用 广义 的 代数 方法 
来 研究 函数 空间 正 十 汉 函 分 析 的 内 容 ( 见 第 十 九 章 ). 

如 引言 里 所 指出 的 ， 泛 函 分 析 在 近代 数学 里 占有 极其 重要 的 
地 位 ,这 是 由 于 它 与 其 他 数学 分 支 的 联系 很 广泛 , 并 且 由 于 它 对 自 
然 科学 的 价值 , 首先 是 对 于 理论 物理 .西数 空间 拓扑 性 质 的 研究 与 
变 分 学 、 偏 微分 方程 论 有 密切 的 联系 I. A. 刘 斯 铁 尔 尼 克 、 英 尔 
氏 、 业 雷 、 晓 德尔 、M. A. 克拉 斯 诺 塞 尔 斯 基 )。 函数 空间 中 自我 连 
续 映 象 的 不 动 点 存在 问题 在 这 些 研究 工作 中 很 有 地 位 . 

函数 空间 与 更 一 般 些 的 度量 空间 的 拓扑 学 ， 就 其 一 般 伺 的 程 
度 来 说 还 没有 达到 近代 拓扑 理论 前 最 后 界限 ， 问 题 在 于 度量 空间 
中 的 基本 拓扑 概 念 一 附 贴 性 一 一 是 依 敬 点 之 间 的 距离 而 引进 
的 ， 但 距离 本 身 并 不 是 拓扑 概念 。 因此 就 产生 了 直接 用 公理 法 来 
定义 附 贴 性 ， 这 样 就 引出 了 拓扑 空 间 的 概念 一 -近代 拓扑 学 中 最 
一 般 的 空间 概念 

拓扑 宝 间 是 由 任意 属性 的 元 素 ( 叫 作 拓扑 空间 的 点 ) 所 组 成 的 
一 个 集合 ， 并 对 于 它 的 每 个 子 集 以 这 种 或 那 种 方式 给 出 了 它 的 附 
点点 , 这 时 , 还 必须 添加 一 些 自然 的 条 件 , 囊 作 拓扑 空间 的 公理 ( 例 
如 , 集合 的 每 一 点 是 它 的 附 贴 点, 两 个 集合 和 集 的 附 巾 点 必 为 这 两 
个 集合 中 之 一 个 的 附 贴 点 等 等 )， 近 年 来 , 拓扑 空间 的 理论 已 经 
研究 得 很 深入 , 它 的 发 展 , 苏维埃 数学 家 IL.C. 乌 利 过 、TL. C. 亚 历 
山大 洛 夫 . 4. HH. 吉 洪 详 夫 等 人 起 了 首要 的 作用 。 在 拓扑 空间 论 
最 新 的 具有 原则 性 意义 的 结果 中 ,应 该 指出 青年 数学 家 功 . M. 斯 
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米尔 诺 夫 所 发 现 的 拓扑 空间 可 度量 化 的 必要 与 充分 条 件 ;也 就 是 
说 , 在 这 种 条 件 之 下 , 拓扑 空间 的 每 两 点 之 间 可 以 定义 距离 , 使 得 
空间 原来 具备 的 “拓扑 结构 ”可 以 看 作 是 让 这 个 距离 概念 所 诱导 
的 ; 换 句 话说 , 使 得 在 所 得 到 的 度量 空间 里 , 任意 子 集 的 附 贴 点 也 
正好 是 在 原先 给 的 拓扑 空间 里 这 个 子 集 的 附 贴 点 。 


实 献 


工 . C. AnagcagxpoB，Kox6aEar0paaa r0Dox0r38 ToorexeangT, 1947. 
这 是 一 本 有 系统 的 包罗 较 广 的 专著 , 对 法 者 的 水 平 有 较 高 的 要 求 - 
荆 、0，AsxegcaHRpoa，TeopexR NBOgoTaezHOOTE 3 KOMGEEATOPEO TonOIOrgn, T. 
Han-po AH CCCP, 1947. 
佛 大 的 十 月 社会 主义 革命 三 十 周年 纪念 文生 - 
工 , C. 亚历山大 洛 夫 , 集 与 画 效 的 泛 论 初 阶 ,高 等 教育 出 版 福 ，1855. 
这 本 书 是 点 集 拓扑 学 (度量 与 拓扑 空间 ) 的 导论 。 
工 , C. 亚历山大 洛 夫 ,拓扑 对 俩 定理 ,科学 出 版 社 , 1959. 
可 以 作为 学 习 组 合 拓扑 学 的 第 一 本 书 ， 它 把 读者 引 疝 拓扑 学 一 个 重 双 分支 ( 对 偶 
定理 ) 中 最 近 的 研究 工作 。 
I. C. Arewcanpos 3 B. A. Ebpevonsy, Owpx oogoamrax nonmp# romoxorma，M， 
J., 1936, 
这 是 一 本 介绍 组 合 拓扑 学 的 书 ,对 于 此 面 拓扑 学 有 较 洋 尽 的 叙 壕 。 
了 C. 邦 竺 里 雅 金 ,组 合 拓扑 学 基础 , 料 学 出 版 社 , 1954。 
对 于 员 维 组 合 拓 扑 学 的 基本 内 容 , 作 了 扼要 厅 又 完整 无 遗 的 叙述 . 
和 孙 以 丰 译 
轨 元 姥 校 
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第 十 九 章 泛 函 分 析 


泛 孙 分 析 在 二 十 址 纪 中 的 产生 和 发 展 ， 实 质 上 受 若 两 个 因素 
的 推动 ， 一 方面 , 出 击 了 轩 统 一 的 观点 来 理解 十 九 世纪 数学 各 个 
分 支 ( 常 是 很 少 相互 联系 ) 所 积累 的 大 量 实际 材料 的 必要 性 ， 由 此 
泛 函 分 析 的 基本 概念 从 不 同 的 方面 和 不 同 的 联系 中 产生 了 ， 市 且 
这 些 概 念 随后 就 固定 下 来 ， 泛 机 分 析 的 许多 基本 概念 自然 地 出 现 
在 变 分 学 发 展 的 进程 中 , 出 现在 关于 振动 的 问题 (从 具有 穷 个 自由 
度 体系 的 振动 到 连续 介质 的 振动 的 过 流 ) 中 , 出 现在 积分 方程 理论 
中 ， 出 现在 常 、 偏 微分 方程 理论 (边界 问题 、 关 于 固有 值 的 问题 等 
等 ) 中 , 出 现在 实 变数 函数 论 的 发 展 中 , 出 现在 算 符 法 "中 ,出 现在 
范 数 适 近 论 问题 的 研究 中 , 等 等 。 泛 函 分 析 使 得 人 们 能 用 统一 的 
观点 来 理解 在 这 些 领域 中 可 利用 的 许多 结果 ， 并 且 常 常 促成 新 结 
果 的 获得 ， 由 此 建立 起 来 的 概念 和 方法 ， 最 近 几 十 年 来 已 被 用 十 
理论 物理 学 的 新 分 支 一 一 量子 为 学 中 . 

另 一 方面 , 与 量子 力学 有 关 的 数学 问题 的 研究 , 表现 为 泛 函 分 
析 进 一 步 发 展 中 的 转折 点 ， 它 们 已 经 形成 且 在 当代 继续 形成 泛 孟 
分 析 发 展 的 划 本 方向 . 

泛 函 分 析 离 它 的 完备 还 很 远 。 然而 无 疑 地 ,在 它 的 进一步 发 
展 中 ,近代 物理 学 的 问题 和 要求 将 对 于 它 有 这 样 的 意义 , 就 像 古典 
力学 对 于 微 积 分 在 十 八 世纪 中 的 产生 和 发 展 一 样 . 

我 们 不 想 在 这 一 章 里 介绍 泛 函 分 析 的 一 切 基本 问题 ， 许 多 重 
要 的 分 支 这 一 章 还 没有 谈 到 ,我们 现在 只 就 一 些 拒 选 过 的 问题 ， 
给 读者 介绍 一 些 泛 函 分 析 的 基本 概念 ， 并 且 尽 可 能 地 鲜明 前 面 
提 到 的 关于 它们 的 联系 .这些 问题 的 实质 二 十 世纪 初 在 希 尔 伯 
特 一 一 泛 函 分 析 创始 人 之 一 一 一 的 经 典 著作 中 已 有 了 根本 性 的 讨 

* 部 运 挟 鸡 各， 一 一 译 者 注 
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论 . 从 那 时 起 , 泛 函 分 析 有 力 地 发 展 了 , 并 且 广泛 地 被 应用 于 几乎 
所 有 的 数学 分 支 中 :被 应 用 于 偏 微分 方程 论 中 概率 论 中 、 量 子 力 
学 中 量子 场 论 中 等 等 ， 很 遗 居 , 泛 函 分 析 这 种 进一步 的 发 展 没有 
能 在 这 里 反映 出 ， 为 了 描述 一 下 这 种 进一步 的 发 展 ， 必 须 写 出 许 
多 文章 ， 因此 ,我 们 就 限于 讨论 其 中 一 个 最 古老 的 问题 一 一 固有 
函数 理论 . 


§1. 2 维 空间 


以 下 我 们 将 要 利用 关于 维 空间 的 基本 概念 。 虽 然 在 线性 代 
数 及 抽象 空间 的 两 章 中 已 经 引入 了 这 些 概念 , 我们 认为 ,用 今后 将 
要 过 到 的 形式 在 这 里 简短 地 重复 一 下 这 些 概念 还 是 有 用 的 . 为 了 
阅读 这 一 段 , 读者 只 要 知道 解析 几何 概要 就 够 了 、 

我 们 知道 , 在 三 维 空 间 儿 何 中 ,点 是 由 三 个 数 (fs, fs, f9) 一 一 
点 的 举 标 一 给 出 的 .由 这 个 点 到 坐标 原点 的 距离 等 地 
VYV 玉 二 及 ++ 开 .假如 用 向 晤 的 问 点 来 表示 点 ,向量 是 由 举 标 原点 
引 向 这 个 点 , 那么 向 量 的 长 也 等 于 再 十 再 十 再 ， 由 坐标 原点 引 
到 两 个 不 同 的 点 4(jJa, fa, fa) 及 Blgs, gs，9s) 的 两 个 向 量 间 类 角 
的 余 强 由 以 下 公式 决定 


i fiqrt fagat fags 
?VATATAV Arg 
从 三 角 学 我 们 知道 |cosp| 所 1。 因 此 有 不 每 式 


[fgt fagst fagsl 
VATAHIVArAtR 





意 即 永远 有 
(figrt+fa9s+ faga) "< (月 士 请 十 有) (gt 98+ 8). OD 
最 后 这 个 不 等 式 带 有 代数 的 特性 ， 并且 对 于 任何 六 个 数 
(fo 户 ， Ja) 及 (9:， ga，9a) 都 对 ， 因 为 任何 六 个 数 可 以 当 散 空间 中 
两 点 的 坐标 .不 等 式 CD) 是 从 纯 几 何 学 的 考虑 得 来 且 与 几何 学 密 
切 相关 的 , 这 使 人 能 把 它 了 解 得 更 消 楚 。 
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在 一 系列 几何 学 的 关系 的 解析 提 法 中 ,常常 可 以 看 出 来 : 当 用 
n 个 数 来 代 鞠 三 个 数 时 相应 的 事实 也 对 . 举例 说 , 前 面 引入 的 不 
等 式 (了 D 可 以 推广 到 2n 个 数 《(f1, fa,…, fn) 及 (91，gs,*……，9n) 
的 场合 .这 意思 是 对 于 任何 加 个 数 (万 , fo,…, fo) 及 (加, 9s， 
9s) ,与 (了 类 似 的 不 等 式 也 对 , 就 是 
《ga 十 faga 十 … 十 7ogwac (并 十 下 十 … 二 有) (办 十 给 十 … 十 93)， 

(1) 

这 不 等 式 , 以 (了 ) 为 其 特殊 情形 , 可 纯 解 析 地 证 明了。 类 似 地 ， 
把 三 个 数 与 三 个 数 则 许多 其 它 关系 推广 到 "个 数 上 面 ， 数 与 数 问 
的 关系 (数量 关系 )， 与 几何 学 的 这 种 联系 ， 当 引用 " 维 空间 概念 
时 , 就 显得 特别 突出 。 这 个 概念 已 在 第 十 六 章 中 引进 ， 我 们 在 这 
里 扼要 地 将 它 重 复 一 下 . 

个 数 的 总 体 (i, 3, …, f。) 丈 为 n 维 空间 的 点 或 向 景 (我 
们 将 常 使 用 后 一 叫 法 )， 向 量 (fi, fs,…,f,) 将 在 以 后 简短 地 用 一 
个 字母 了 来 表示 。 

像 在 三 维 空间 里 向 量 的 加 法 一 样 , 向 量 

f= {fy fo, fo} 及 g~ {gs, gs, 9 

之 和 定义 为 向 证 { 记 十 gu fa 十 go …， fn 十 9w}, 且 用 f+g 来 表示 ， 

向 量 f 一 {fa, fa， …， 外 } 与 数 和 的 乘积 定义 为 向 量 

Af = {hf 和 fa …， 和 7 

向 量 f 一 {fi, fa,…, fn} 的 长 与 三 维 空间 中 疝 量 的 长 类 似 ， 
定义 为 V 再 十 育 二 十 大. 

4 维 空间 中 两 个 向 量 f={fz, fo，…， jj 及 9 一 {gu 9a 9n} 
和 闻 的 角度 9 由 它 的 余 藤 给 出 ， 也 完全 像 在 三 维 空间 中 向 量 间 的 角 
度 那 样 定义 .就 是 说 , 它 由 下 列 公式 定义 ; 





两 向 量 的 纯 积 是 指 这 两 个 向 量 的 长 与 其 闻 角 度 余弦 的 乘积 . 


1) 套 阅 本 书 第 臣 页 . 
加 1eosy| <1 由 不 等 式 (1) 推 出 。 
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依照 这 个 方式 ， 假 如 了 一 {fz ja pv fo} 及 9 一 [go ga ga} 
则 因 向 量 的 长 分 别 等 于 
FTAt th 及 VA+R+ m+, 
所 以 ,它们 的 纯 积 (f, 9) 由 下 列 公 式 给 出 : 
(f, D =f191+fag3t+ "+foge. (3) 
特别 地 , 两 向 量 直 交 性 表现 为 等 式 cosp 一 0, 即 (f, 9) 一 0. 
。 借助 于 公式 (3), 读者 可 以 看 出 , 在" 维 空间 中 纯 积 具有 以 下 
性 质 : 
1. 0, 9~(g, ). 
2. Wf, 9) =X(CF 9). 
8. (f, grt+g9s) —(f, 91)+(f, ga). 
人 《六 六 >0 此 处 等 号 仅 当 f=0, 即 fi=fo=*…~fn=0 
时 成 立 ， 
向 最 了 与 其 自身 的 纯 积 (f, 力 等 于 向 量 了 的 长 的 平方 
纯 积 的 w 维 空间 的 研究 中 是 很 有 用 的 工具 。 我们 在 这 里 将 不 
一 般 地 研究 % 维 空间 的 几何 , 而 仅 限 于 研究 一 个 例子 . 
作为 这 样 的 例子 ， 考 虞 册 维 空间 中 的 毕 达 形 拉 斯 定理 ， 斜 边 
的 平方 等 于 直 边 的 平方 和 。 为 了 证 明 这 一 定理 ,我 们 选取 在 平面 
上 这 个 定理 的 这 样 一 种 证 盟 方式 ， 使 得 这 种 证 明 方式 易于 被 搬 到 
乞 维 空间 的 情形 中 . 
设 了 及 9 是 平面 上 两 个 互相 垂直 的 向 量 . 考虑 在 向 量 了 及 9 
上 鬼 成 的 直角 三 角形 (图 1)。 这 个 三 角形 的 斜 边 的 长 等 于 向 量 








J+39 的 长 ， 依 我 们 的 表 记 法 用 向 景 方式 来 写 毕 达 哥 控 斯 定理 . 
因为 向 量 长 的 平方 等 于 向 量 与 其 自身 的 纯 积 ， 所 以 用 纯 积 这 名 尊 
可 将 毕 达 哥 拉 斯 定理 写 做 
(f+9, 7+9) = (也 万 +( 9). 
从 纯 积 的 性 质 立 刻 得 到 证 明 . 事实 上 ， 
(f+g, f+9)=(f, N+(f, 9)+(y, f)+(g, 9). 
而 右 端 中 间 两 项 由 于 向 量 了 与 9 的 直 交 性 等 于 0. 

在 上 面 所 引 的 证 曙 中 ,我 们 仅 利 用 了 向 量 的 长 .向 量 的 直 交 性 
定义 和 纯 职 的 性 质 ， 因 之 ,如 果 我 们 假定 了 及 9 是 m 维 空间 中 的 
两 直 交 向 法, 证 明 中 没有 什么 需要 改变 的 地 方 ， 就 这 样 毕 达 哥 拉 
其 定理 对 于 多 维 空间 的 直角 三 角形 得 到 了 正明 ， 

假如 在 呈 维 空间 中 给 了 两 两 直 交 的 向 量 九 9 及 加 则 这 些 向 
册 的 和 f+g+h 代表 在 这 些 向 量 上 形成 的 长 方 体 的 对 角 线 (图 
2), 并 且 有 等 式 

(ftgt+h, f+gth) = (f, N+(g, 9)+(h, h). 
它 的 意 轧 就是， 长 方 体 对 角 线 的 长 的 平方 等 于 它 的 棱 边 的 平方 
和 和， 这 个 论断 的 证 明 完全 类 似 于 上 面 所 引 的 毕 达 否 拉 斯 定理 的 证 
明 , 我们 把 它 留 给 读者 。 完 全 一 样 ,假如 在 % 维 空间 中 有 个 两 两 
直 交 的 向 最 及 ,有 9，…, 户 , 则 一 样 简单 地 可 证 明 等 式 
Cpt PEE 

aT (分 
它 的 意思 是 说 ， 在 nw 维 空间 中 ,“%- 维 长 方 体 ”的 对 角 线 平方 也 等 
于 它 的 机 边 平 方 和 。 


§2. 希 尔 伯 特 空间 (无 穷 维 空间 》 


与 久 维 空间 的 联系 % 维 空间 的 概念 ， 在 数学 和 物理 学 的 一 
系列 问题 的 研究 中 是 委 有 用 的 。 转 过 来 , 这 个 概念 又 推动 空间 概 
念 的 进一步 发 展 和 它 在 数学 各 个 部 门 中 的 应 用 .在 线性 代数 和 nn 
维 空间 几何 学 的 发 展 中 ， 关 于 强 往 系统 微小 振动 的 问题 起 过 很 大 
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的 作用 . 

考虑 这 种 问题 的 下 述 典型 例子 (图 3)， 设 4 为 矛 韧 的 线 ， 
在 点 4 及 召 之 间 拉 紧 ， 设想 在 线 的 某 点 C 处 系 一 个 蝎 荷 。 假如 
把 它 从 平衡 的 位 置 放 开 , 它 就 开始 以 频率 振动 。 当 已 知 线 的 张 
力 、 质 量 m 和 线 的 位 置 时 ,就 可 以 计算 频率 的 大 小 ， 在 每 一 时 刻 ， 
系统 的 位 置 由 一 个 数 决 定 ， 即 由 从 质量 m 的 位 置 到 线 的 平衡 位 置 
的 离 差 轨 决 定 . 

在 线 4B 上 配置 ”个 重 荷 于 点 01, Os, …,O。, 在 此 情形 中 我 
们 认为 线 无 重量 ， 这 意思 是 说 , 它 的 质量 是 这 样 小 , 与 所 配 什 的 重 
荷 的 质量 相 比 较 , 我 们 可 以 将 它 忽略 ， 这 个 系统 的 位 置 由 4 个 数 
入 , Ys,…, yn( 妈 所 系 重 荷 到 平衡 位 置 的 离 差 ) 给 出 ， 数 y, ys， 
“…, 9 的 总 体 可 看 做 % 维 空间 中 的 向 量 ( 这 在 许多 关系 中 都 是 有 
用 的 ). 

上 例 中 引入 的 微小 氢 动 的 研究 ， 恰 当地 显现 出 与 郊 维 室 间 见 
何 学 基本 事实 的 联系 。 例如 ,确定 这 一 系统 的 报 动 频率 的 问题 可 
化 归 为 确定 % 维 空间 中 某 一 椭 球 体 的 轴 的 位 置 问题 

现在 考虑 在 点 和 4 及 吾 则 拉 紧 的 弦 的 微小 振动 问题 ， 在 此 情 
形 中 ,我 们 把 理想 化 的 艾 看 作 一 条 亲 初 的 线 , 即 质量 为 有 穷 的 连续 
地 沿线 分 布 的 线 ， 特别 是 ， 在 均匀 的 芝 这 名 称 下 ， 我 们 理解 为 具 
定常 密度 的 芝 . 

因为 质量 是 沿 着 弦 连 续 分 布 的 ， 所 以 弦 的 位 置 不 能 由 有 穷 多 
个 数 ga，ys，…, gn 给 出 ,而 须 给 出 弦 的 每 点 2 的 离 差 y(z)。 依 此 
方式 , 在 每 个 时 刻 兹 的 位 置 由 某 一 还 数 y(z) 给 出 . 

在 坐标 为 4, mm, …, wm 的 点 处 有 % 个 系 重 的 线 的 位 置 ， 由 具 
% 个 连结 点 的 折线 图 象 描绘 (图 入 . 假如 系 重 的 数目 增 大 ， 则 相 
应 地 折线 的 连结 点 数 增 大 . 假如 系 重 的 教 目 无 穷 墙 大 ,而 且 相 邻 
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接 的 重 荷 间距 离 趋 于 0, 则 在 极限 情形 我 们 得 到 的 就 是 质量 沿 洗 
线 连 续 分 布 的 情形 , 也 就 是 理想 化 的 弦 的 情形 . 描绘 带 重 药 的 线 的 
位 置 的 折线 , 在 此 情形 中 化 为 描绘 粥 的 位 置 的 曲线 (图 申 。 


~ 


a 


网 5 


像 这 样 , 我 们 看 到 , 在 带 重 荷 的 线 的 振动 与 弦 的 振动 间 存 在 着 
密切 的 联系 。 在 第 一 种 问题 中 , 系统 的 位 置 由 点 或 维 空间 中 的 
向 量 给 出 ， 因 之 , 在 第 二 种 问题 中 , 很 自然 地 , 给 出 弦 的 位 置 的 汕 
数 也 可 以 看 成 某 一 无 穷 维 空间 中 的 向 量 或 点 ， 一 系列 的 类 似 问 
题 ? 化 归 到 这 样 地 考虑 空间 的 观点 上 ,而 空间 的 点 (向 景 ) 则 代表 
定义 在 某 区 间 上 的 函数 . 

以 上 所 考虑 的 关于 振动 问题 的 例 ( 在 §4 中 我 们 还 要 回转 来 
考虑 它 ) 向 我 们 指明 , 无 穷 维 空间 中 的 基本 概念 应 当 怎样 引入 . 

希 尔 伯 特 空间 ”在 这 里 我 们 考虑 应 用 最 广 且 最 重要 的 无 穷 准 
空间 概念 之 一 , 就 是 希 尔 伯 符 空间 . 

多 维 空间 中 的 向 量 定义 为 mw 个 数 大 的 总 体 ， 此 处 从 1 变 到 
m， 类 似 地 ， 无 穷 维 空间 中 的 向 最 定义 为 函数 7(z), 此 处 二 从 = 


了 作为 一 个 这 样 的 问题 的 例 ， 考 虑 由 相互 链 式 连接 的 电流 回路 产生 的 电 振 功 
(二 9)。 






这 拌 的 电路 状态 由 由 个 数 wz 切 ， …， 表示。 此 处 好 是 在 第 1 个 回路 的 攻 志 器 
上 的 电动 势 . m 个 数 的 总 体 tn， …， ww) 可 看 作 % 妈 空 间 中 的 向 量 . 

设 有 一 个 对 战 制 线路 。 即 由 两 个 导线 组 成 的 ， 具 有 沿 关 导 线 分 布 的 一 定 的 最 些 电 
容 及 电感 。 这 种 线 强 的 电 状 态 由 一 个 函数 <(z) 裘 现 出 来 ,5(z) 给 出 沿线 分 布 的 电 
压 ， 这 个 函数 是 定义 在 某 区 同 (a, 态 上 的 函 划 的 无 穷 维 空 间 的 向 量 - 


024 。 


变 到 2. 

向 景 的 加 汰 和 数 与 向 量 的 乘法 定义 为 函数 的 加 法 和 函数 与 数 
的 乘法 . 

二 维 空间 中 的 向 是 了 的 长 由 公 式 W/ 启 及 定义 ， 因 为 对 于 本 
数 说 积分 起 着 求 和 的 作用 ， 所 以 希 尔 信 特 空间 中 的 向 量 了) 的 长 
由 公式 

YP War (5) 

给 出 ， 

在 中 维 空间 中 点 了 及 9 间 的 距离 定义 为 向 是 了 一 9 的 长 ， 即 


YY 加 (fg)?， 类 似 地 ， 在 泛 本 空间 中 元 素 了 及 了 (人 同 的 "下 
离 " 等 于 W | CD -gat. 
Te 
表达 式 YJ [CD 一 9(]?d 称 为 西数 /及 9g 人) 的 均 方 关 


就 像 这 样 , 以 均 方差 作为 希 尔 伯 特 空间 中 两 元 素 间 且 坎 的 量度 . 
转 到 两 向 晤 间 角 度 的 定义 上 来 ， 在 n 维 空间 中 向 量 f= {4 
及 g~{ 各 同 的 角度 由 下 列 公式 定义 ， 


在 无 败 维 空间 中 求 和 由 相应 的 积分 来 代替 ， 而 希 尔 从 特 空间 
申 两 向 量 了 及 9 问 的 角度 由 类 似 的 公式 定义 
Wg 


Var 


假如 右 端的 绝对 值 不 大 于 1， 即 假如 


fr@wewal yf Pay ra (四 
风 玫 达 式 人) 可 看 成 某 角 庶 9 的 余弦 。 不 等 式 (7 事实 上 对 于 任意 
am， 


(6) 


两 个 函数 f( 引 及 g( 介 成立 。 它 在 分 析 中 起 重要 作用 ， 被 称 为 柯 
西 - 布 涅 科 夫 斯 基 不 等 式 . 现在 我 们 来 证 明 它 . 

设 j(z} 及 g(x) 是 两 个 定义 在 (a, 四 上 不 恒 等 于 零 的 函数 , 取 
任意 数 入 及 岂 并 组 成 表达 式 


Pf -p00 1a 


因为 在 积分 号 下 函数 [入 f(z) 一 kg(z)]? 非 负 ， 故 有 下 列 不 等 式 成 
立 : 


Pr) ug) 1 drm0, 
。 , i 
m2 [fg ddr | Po)aa+m| Pan 
为 简短 计 引 入 表 记 法 
| 人 roaz| -0, resea, 


人 oa- (8) 
用 这 些 表 记 法 , 不 等 式 可 改写 为 下 列 形式 2 
JJ2O NA+ p23B, (9) 


这 不 等 式 对 于 任何 数值 及 岂 保 持 真 确 ,特别 是 可 令 
$V n-\ 肥 Qo) 
把 入 及 凡 的 值 代 入 不 等 式 (9) 得 


0 
VAaB<l. 


按 (8) 式 将 4, 也，C 所 代表 的 积分 代入 ， 最 后 很 柯 西 - 布 音 科 夫 斯 
基 不 等 式 . 

在 几何 学 中 向 量 的 纯 积 定义 为 它们 的 长 同 它们 之 间 角 度 的 余 
弦 的 乘积 。 向 量 开 及 g 的 长 在 我 们 的 情形 中 等 于 


Yr a Ye, 


了 考虑 到 和正 严 的 符号 的 任意 性 ,我 们 可 以 取 各 分 的 绝对 值 作为 C。 
，236 。 


硬 它 们 之 同 角度 的 杀 六 由 下 列 公式 是 义 : 
[Wo 


OO pp, 
WN 
这 些 表 式 相 乘 , 我 们 得 到 希 尔 伯 特 空间 中 的 两 向 最 的 纯 积 公式 : 
C7, 0 = ff eg Ce), GD) 


从 这 公式 看 出 , 向 量 f 与 其 自身 的 纯 积 是 它 的 长 度 的 平方 . 

假如 非 零 向 量 了 及 9 的 纯 积 等 于 0, 那 末 它 的 意义 是 cosp~0， 
就 是 用 我 们 的 定义 来 说 ， 它 们 所 给 的 角度 9? 等 于 90"。 因 之 向 量 
了 及 9 称 为 直 交 的 , 这 时 


Cf, Dh fog Ca-0. 


在 希 尔 伯 特 空间 中 , 像 在 m 维 空间 中 一 样 , 毕 达 再 拉 斯 定理 丰 
确 (参见 中 1， 设 疡 (p)， 户 (a)，…， 7r( 四 甫 两 两 直 交 的 画 数 ， 而 
f (0) = @) +f(0) + tf (0) 

为 它们 的 和 , 则 了 的 长 度 平 方 等 于 三， 太 ，…， fs 的 长 度 平 方 和 ， 

因为 在 希 尔 伯 特 空间 中 疝 景 的 长 借助 于 积分 而 给 出 ， 故 在 这 
种 情形 中 毕 达 亚 拉 斯 定理 由 下 列 公 式 玫 出 ; 

foan- fdst ff art. + fed, 03) 
这 个 定理 的 证 明 与 上 面 所 述 (8 1)a 维 空间 中 同一 定理 的 证 本 没有 
什么 不 同 . 

直到 现在 我 们 还 没有 给 出 确切 的 定义 ， 什 么 画 数 应 当 看 
成 希 尔 信 特 空间 中 的 向 量 。 作为 这 种 函数 当 到 所 有 使得 积分 


人 Coan 有 才 义 的 函数 ， 可 以 设想 限制 在 连续 函 数 上 是 很 自然 
的 , 对 于 连续 函数 | (=)da 显然 水 远 存在 ， 假 如 在 广义 的 意义 上 
理解 积分 人 户 (z)am, 主 如 在 所 谓 动 贝 格 积分 (参见 第 十 五 章 ) 意义 
上 , 则 项 尔 伯 特 空间 理论 才 闭 得 政大 的 完整 性 和 自然 性 . 


积分 (以 及 相应 地 考虑 的 函数 关 ) 福 念 的 这 个 推广 对 于 泛 画 分 
析 是 如 此 必要 , 正好 像 严 格 的 实数 理论 之 对 于 微 积 分 基础 。 就 这 
样 ， 在 二 十 世纪 初创 造 的 、 与 实 变 丁 数论 发 展 相关 的 、 平 常 积 分 委 
念 的 推广 , 对 于 泛 函 分 析 及 与 它 有 关 的 数学 分 支 显得 非常 重要 。 


§3， 依 直 交 函数 系 的 分 解 


直 交 浮 数 系 的 定义 和 例 ”假如 在 平面 上 到 任何 二 互相 直 交 具 
---------- 单位 长 的 向 量 el 及 ea( 图 7)， 则 在 
! 同一 乎 面 上 任意 向 量 了 可 以 依照 这 
1 两 向 晤 的 方向 分 解 ， 就 是 把 它 表 作 
1 1 下 列 形式 : 
| 了 一 el 二 aaey， 
! 这 里 wm 及 as 是 数 ， 等 于 向 量 在 轴 
ea 及 ea 的 方向 上 的 投影 ， 因 为 了 
7 在 轴 上 的 投影 笑 于 了 的 长 和 了 与 灿 
图 了 间 角 度 的 余 芝 的 乘积 ， 所 以 回忆 一 
下 纯 积 定义 , 我 们 可 写 
m=—{f, e), m= (Ff, es). 
类 似 地 ， 假 如 在 三 维 覃 间 中 取 任何 三 个 互相 直 交 具 单位 长 的 向 量 
eu en es 则 在 此 空间 中 任意 向 最 了 可 表 作 下 列 形式 : 
了 一 aael 十 azea 十 Gaes， 
此 处 om—(f, er) (k=1, 2, 3). 
在 希 尔 伯 特 空间 中 也 可 考虑 这 空间 中 的 两 丙 直 交 的 向 量 系 ， 
即 函 数 ga(z)，ya(2)，…， gr(z)，…。 
函数 的 这 种 系 称 为 直 交 函数 系 ， 直 交 系 在 分 析 学 中 起 很 大 作 
用 .我 们 在 数学 物理 、 积 分 方程 、 通 近 计算 、 实 变 函 数论 等 等 不 同 
的 问题 中 过 到 它们 。 涉 及 这 种 系 的 概念 的 整理 及 统一 是 一 种 刺 
激 , 这 种 刺激 在 二 十 址 纪 初 导致 希 尔 伯 特 空 间 一 般 概念 的 创立 
我 们 来 给 一 个 痛 切 的 定义 ， 画 数 系 
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P12), 7 人 (oa 
称 为 直 交 的 , 傻 如 这 个 系 的 任 二 函数 相互 直 交 , 即 假如 


[re 对 于 ih U8) 


在 三 维 空间 中 我 们 要 求 系 中 向 量 的 长 度 等 于 1。 回忆 一 下 向 其 的 
长 的 定义 ,我 们 看 出 , 在 希 尔 伯 特 空间 中 这 个 条 件 可 写成 : 


fn. G0 


淇 中 条 件 (13) 及 (14) 的 函数 系 称 为 直 交 且 就 范 的 . 
下 面 举 出 这 种 函数 系 的 若干 例子 . 
1. 在 区 间 ( 一 ms) 上 考虑 函数 序列 
1, cog mi，sin z，o08 2r，sin 2%, »…, cosnw, sinne, »*. 
这 序列 中 每 两 函数 相互 直 交 .这 可 由 相应 的 积分 的 简单 计算 来 核 
验 ， 在 希 尔 伯 特 空 间 中 ,向 量 的 长 的 平方 是 函数 平方 的 积分 ， 依 
此 ,序列 
1, cos mr，gin z，o08 2z，sin 22, », COSnr, in np, *** 


中 的 向 最 的 长 的 平方 是 积分 
人 ae- | snrneds—o, 


就 是 说 , 我 们 的 向 基 序 列 是 直 交 的 ,但 不 是 就 范 的， 序列 中 的 第 一 
个 向 量 的 长 等 于 V37, 而 所 有 其 余 的 具有 长 度 V 将 每 个 向 量 
除 以 它 的 长 , 我们 就 得 到 直 交 就 范 三 角 丁 数 系 

















全 cosmz sinz cos20 sin27 
VE’ Va’ Vi’ VT’ Vm 
cosne sinng 
Vr Vi 


这 个 系 在 历史 上 是 最 早 的 和 最 重要 的 直 交 系 的 例子 之 一 ， 它 出 现 
在 欧 拉 、 伯 努 利 、 达 朗 贝 尔 的 工作 中 , 与 弦 的 振动 问题 有 联系 ， 它 
的 研究 在 整个 分 析 学 ? 的 发 展 中 起 根本 的 作用 . 

了 参见 第 十 一 章 ( 第 二 郑 )8 1 
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站 交 三 角 画 数 系 与 振动 纶 的 问题 相关 联 地 出 现 不 是 个 然 的 . 
关于 介质 的 富 小 振动 的 每 个 问题 化 归 为 描述 所 给 的 系 的 所谓 因 有 
折 动 的 某 直 交 函 数 系 (参见 分， 例如 与 关于 球 的 振动 向 题 相 联 
系 出 现 所 户 球 画 数 ， 与 关 汪 加 肛 或 网 柱 的 拆 动 问题 想 联系 出 现 所 
请 回 柱 画 数 等 等 . 

2， 可 以 举 站 交 丁 数 系 的 一 例 ， 它 的 每 个 民 数 类 现 为 多 项 式 . 
作为 这 种 例 昌 现 的 有 壮 让 德 多 项 式 序列 

Pr 区 全 于 ， 
就 是 说 ,，P,( 双 是 (除去 一 常数 因 于 不 计 ) Co 一 3)" 的 m 阶 导数 , 写 
出 这 序列 的 开头 若干 个 多 项 式 : 
Pu(m 一 
Pi(s) = 


也 (= 于 Ge 一 1 


Ps(z) 一 二 (e370). 


县 然 , 兽 儿 地 P,《z) 是 nn 次 多 项 式 ， 让 读者 自己 证 明 , 这些 多 
项 式 是 区 间 ( 一 1, 1) 上 的 直 交 序列 . 

著名 的 俄国 数学 家 林 . 并 车 比 轨 夫 在 十 九 世纪 后 半 叶 发 展 了 
直 交 多 项 式 (也 就 是 所 谓 具 有 权 的 直 交 多 项 式 ) 的 一 般 理论 . 

依 函 数 直 交 系 的 分 解 ” 和 在 三 维 空间 中 每 个 向 量 可 以 表 成 相 
互 直 交 具 单位 长 的 三 个 向 若 的 线性 组 合 形式 

了 一 axel 十 dae: 十 qaea 
相 类 似 ， 在 泛 函 空间 中 发 生 将 任意 函数 依 直 交 就 范 函 数 系 展 为 级 
数 的 问题 , 说 是 把 画 数 f 表 成 下 列 形 式 : 
Ff (%) — p12) 十 aapa(Z) + + angn ls) 十 … (15) 

的 问题 在 这 里， 级 数 (15) 到 函数 了 的 收敛 性 是 在 希 尔 伯 特 空 
间 中 元素 间距 离 的 意义 上 来 理解 的 .这 意思 就 是 从 级 数 部 分 和 


8,00) ~ 六 cp 人 到 画 数 .7 的 均 方 关 趋 于 0( 当 wyco)， 即 


.230 。 


braf 区 一 Stat 一 0 G9) 


这 样 的 收 伍 性 称 为 “平均 收 剑 性 ”- 
依 这 个 或 那个 本 数 直 交 系 的 分 解 常常 在 分 折 学 中 遇 得 到 ， 这 
样 的 分 解 常常 是 解决 数学 物理 问题 的 重要 方法 ， 例如, 若 直 交 系 
是 区 间 ( 一 wr, 4) 上 的 三 角 渗 数 系 
1, cosz, sinz, co32z, sin 27, *…, cogniw, sinng, »*.. 
则 这 样 的 分 解 就 是 函数 的 成 为 三 角 级 数 的 古典 分 解 2; 
了 f(z) 一 ao 二 aicosz 十 ji gjinz 十 aacos 2z 十 josin2z 十 …- 
假定 分 解 《15) 对 于 希 尔 钥 特 空间 中 的 任意 函数 了 为 可 能 的 ， 
我 们 来 找 出 这 一 分 解 的 系数 4。 为 此 , 将 等 式 的 两 端 与 我 们 的 系 
中 辐 一 函数 pm 求 纯 积 ， 我 们 得 到 等 式 
(万 pm) —a1(ps, Ja) 十 四 (Ga gr) 十 … 十 am 人 gm， em) 
十 amsi(Jmrly Pm) + 
由 于 当 mn 时 有 (qm, Pn) 一 0， 又 (gm， gm) 一 二 由 上 式 可 
知 , 系数 wm 的 值 为 
om 一 ( 帮 Pn) (mL 2 …)， 
我 们 看 出 ， 像 在 普通 三 给 空间 中 一 样 (人 参见 这 段 的 开始 )， 系 数 cm 
等 于 向 量 了 在 向 量 wm 方向 上 的 投影 . 
借助 于 纯 积 的 定义 得 到 函数 jz) 依 直 交 就 范 函 数 系 wz(z)， 
ga(z)，…， go(2)，… 的 分 解 : 
jg) 一 apa(z) 十 aapa(2) 十 … 十 Gagn(Z) 十 …， (17) 
它 的 系数 由 下 列 公式 定义 : 


n= | fpnCat. 018) 


作为 例 , 考虑 上 面 所 引 直 交 就 范 三 角 函 数 系 : 
1 eosz sinz cos2z sin2z 
Vas’ Vz’ VE Vn’ WE 











R 1) 将 报 惑 分解 或 为 亩 和 的 组 成 部 分 ， 这 样 的 分 解 澡 在 许多 物 焉 问题 中 巡 到 、 参 
区 第 六 章 (第 二 卷 )8 5。 


231。 


由 J 四 = 他 二 局 mecosnz+iueinma， 
I i pi 
此 处 。 wm- 寺 | ya)aa mm- 工 | f(a) eonedz, 
bE fainnedz, 
我 们 对 于 函数 的 三 角 级 数 展开 的 系数 计算 已 有 公式 ， 只 要 这 个 展 
开 是 可 能 的 2 

我 们 决定 了 两 数 fj(z) 依 直 交 函 数 系 的 展开 的 系数 形式 一 一 
在 这 种 展开 是 存在 的 恨 定 下 ， 但 是 无 穷 直 交 通 孝 系 gr, qz,…， 
yo， … 对 于 希 尔 伯 特 空间 中 任意 函 教 依 这 个 系 展开 可 以 显现 为 不 
充分 .为 使 这 种 展开 是 可 能 的 , 直 交 函 数 系 应 满足 补充 的 条 件 , 所 
谢 完备 性 条 件 . 

直 交 丙 数 系 称 为 完备 的 ， 仍 如 对 于 它 不 可 能 再 加 一 个 不 恒 等 
于 零 而 与 系 中 的 所 有 函数 直 交 的 丽 数 . 

容易 举 出 不 完备 的 直 交 系 例 子 ， 为 此 , 取 任何 直 交 系 , 例如 还 
取 三 角 甫 数 系 而 去 掉 这 个 系 中 一 个 函数 ， 例 如 osw， 所 余 的 无 穷 
函数 系 

1, sin zy，cos 2z，sin 2¢, +*, 09nz, ginng, »** 
像 先 前 一 样 也 是 直 交 的 ， 但 不 是 完备 的 ， 央 为 被 我 们 去 掉 的 请 数 
cos z 与 系 中 所 有 的 函数 直 交 、 

假如 函数 系 不 完备 ， 则 不 可 能 将 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 切 丙 数 
依 它 展开 事实 上 ， 假 如 我 们 企图 把 一 非 零 而 与 系 中 的 所 有 通 数 
直 交 的 函数 foCz) 依 这 样 的 系 展开 , 则 由 于 公式 (18), 所 有 的 系数 
都 变 成 等 十 0, 而 同时 函数 fo(z) 又 不 等 于 0. 

有 以 下 的 定理 :假如 在 希 尔 伯 特 空间 中 给 了 完备 直 交 就 范本 
数 系 (2)， ga(%)，…, nl2),…, 则 所 有 的 函数 f(z) 都 可 依 这 
个 系 中 的 函数 展开 成 级 数 ” 

f (9) = pi(%) 十 qaga(2) + + qn (2) + 
1》 关于 三 用 级 数 参见 第 十 一 间 (第 一 郑 )8 7- 
芒 和 衣 面 一样， 这 个 级 数 与 它 的 和 的 关系 按 公 式 (1 本 的 急 义 来 了 解 
232。 


在 这 里 展开 式 系数 a 等 于 向 量 在 直 交 就 范 系 中 的 元 素 上 投影 
mf, 9) f(D ons)d, 

年 2 中 的 毕 过 哥 拉 斯 定理 (在 希 尔 伯 特 空间 中 ) 使 得 我 们 能 找到 系 欢 as 与 

函数 了 (2) 间 的 有 起 的 关系 ， 用 rz) 表 (2) 与 它 的 级 数 的 首 项 和 的 益 , 即 
az) =f (7) 一 [aaga(z) 十 … 十 Gogp(z)]。 
函数 rw(z) 与 pl(z)，9s(2)，…， as) 走 交 、 上 事实 上 , 核验 出 来 它 与 Pitz) 直 
交 即 | (aea(ean=0. 我 们 有 
全 rcpatz)ae= 人 [7 一 apl(m 一 ap 人 一 apn 
pao) g(ae = fC)ps (ear -mf vitaazt 
因为 m= 上 fOrrk)az 而 RCD)9r 一 1 故 扒 加 
fmm ar=0, 
如 此 ,在 等 式 中 
ft) 一 aya(z) + opa ls) 十 … 十 avpaCz) 十 raCz) (19) 


右 端 各 个 项 相互 直 交 。 意 调 ， 由 于 在 & 2 陈述 的 毕 达 珊 拉 斯 定理 , 向 量 了 (2) 
的 长 度 平方 等 于 等 式 (19) 右 端 各 个 项 的 长 度 平方 和 , 即 


Free oer art + [ope ar+f 二 ia. 
因为 画 数 系 ps, go， …， gw … 是 就 范 的 [等 式 (19)], 故 
[rt tt aa 《20) 
级 蚊 癌 ops( 四 平均 收 竹 .这 就 二 说 
Era -ap - arp Co Jar»0, 
即 人 ac. 
伍 从 公式 (20) 我 们 得 到 等 式 
Ee- fe”, CD 
])》 共 他 的 积分 等 于 零 ,因为 函数 pn(z) 杆 妃 直 交 、 
2) 上 二 何 上 这 意 谓 希 尔 伯 竺 空 则 出 贡 的 长 度 平 方 等 于 在 相互 直 交 方向 完备 系 上 向 
里 的 投影 平声 和 。 
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它 断 定 了 函数 平方 的 积分 等 于 通 数 依 封 闭 ( 完 务 一 一 评 者 ) 直 交 函 数 系 的 展 
开 的 系数 平方 和 ， 假 如 条 件 (21) 对 于 希 尔 伯 特 空间 中 的 任意 函数 都 成 立 , 则 
它 次 为 完备 性 条件 . 

再 来 注意 下 面 的 重要 情况 。 怎样 的 笋 as 可 以 攻 为 希 尔 从 特 空间 中 的 函 
效 的 分 解 的 系数 ?等 式 (21) 断 言 ,为 了 这 , 级 数 辣 村 必须 收效。 项 来 这 个 条 
件 是 充分 的 , 即 ,为 了 证 数 4 序列 是 依 希 尔 伯 特 空间 中 站 交 开 数 系 的 分 解 的 
系数 序列 ,必要 且 充 分 条 件 是 : 级 数 忆 只 收 线 . 

注意 ,假如 定义 希 尔 信 特 空间 为 一 切 依 锚 风格 意义 平方 可 积 的 汪 数 的 总 
体 (参见 227 页 )， 则 上 述 这 个 根本 定理 成 立 ， 优 如 在 希 尔 伯 特 空间 中 例如 仅 


以 连续 函数 为 限 , 则 什么 数 可 作为 分 解 的 系数 ， 关 于 这 问题 的 解答 是 不 必 有 村 
地 索 复 的 。 


这 里 所 引进 的 考 获 ,是 导致 在 希 尔 伯 特 空间 的 定义 中 使 用 推广 意义 上 的 
《 依 勒 由 说 ) 积 分 的 必要 理 出 之 一 。 


§4. 积 分 方程 


在 这 一 节 中 我 们 介绍 给 读者 泛 函 分 析 的 重要 分 支 之 一 ， 也 是 
历史 上 最 早 的 分 支 之 一 ， 就 是 在 泛 函 分 析 进 一 步 发 展 中 起 如 此 根 
本 作用 的 积分 方程 的 理论 。 在 积分 方程 理论 的 发 展 中 ,除去 数学 
的 内 部 朗 求 [例如 偏 微 分 方程 边界 问题 (第 二 卷 第 六 章 )] 外 ,还 有 
大 量 的 各 种 物理 问题 。 除 微分 方程 而 外 ， 在 二 十 世纪 积分 方程 显 
现 为 各 种 物理 问题 的 数学 研究 的 重要 工具 之 一 .在 这 节 中 我 们 陈 
述 积分 方 秘 论 中 革 些 知识 。 我 们 在 这 星 陈 述 的 那些 事实 密切 地 联 


4 yr 8 系 着 并 在 所 大 程度 上 (直接 或 

7 3 间接 ) 产 生子 弹性 体系 微小 拓 
\ 一 动 的 研究 . 

本 关于 弹性 体系 微小 振动 的 

问题 ” 回 到 在 $ 2 中 考虑 的 关 

a 于 微小 振动 的 问题 。 试 求 描述 


这 种 振动 的 方程 ， 为 了 假设 的 简单 , 我 们 以 线形 弹性 体系 的 振动 
为 对 银 ， 辟 如 说 ， 长 了 的 臣 ( 国 8) 或 阐 往 枢 输 (图 9) 可 作为 这 种 体 
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系 的 例 ， 假设 在 平衡 位 置 时 我 们 的 弹性 体位 置 在 Or 轴 的 线段 0 
上 .在 点 “处 施加 单位 力 。 在 这 一 力 的 作用 下 ,体系 的 所 有 点 得 
到 某 一 离 差 . 在 点 Y 处 产生 的 离 差 (图 8) 用 #(z, 乡 来 表示 . 

函数 kz, 切 显 现 为 两 点 函数 ， 点 z, 在 该 处 施 力 ,和 点 y 在 
该 处 我 们 计量 离 差 ， 它 被 称 为 影响 函数 . 

从 能 量 守 便 定 律 ， 可 以 导 引 出 影响 函数 j(w, 幼 的 重要 性 质 ， 
即 记 谓 互 易 原理 ， 在 点 处 施 力 在 点 % 处 产生 的 离 差 等 于 在 点 
处 施 同一 大 小 的 力 在 点 二 处 产生 的 离 差 换言之 , 这 意 谓 

bg, 9) bly, 2). (22) 

例如 ， 对 于 弹性 枢 办 沿 轴 的 方向 的 振动 试 求 影响 函数 [在 图 
8 上面 出 了 其 他 的 (横断 方向 的 ) 位 移 ]。 考虑 长 为 ! 的 枢 轴 4B， 
国定 其 端点 (图 9)， 在 点 0 处 施 以 沿 方向 作用 的 力 f， 在 这 一 
力作 用 下 枢 轴 变形 了 , 而 点 O 移 至 位 置 0', 点 C 的 位 移 大 小 用 太 
表示 . 先 求 为 借助 于 天 我 们 又 可 以 求 在 任意 点 y 处 的 位 移 . 为 此 
要 利用 磺 克 定律 ,定律 断定 , 力 与 相对 伸 长 (即位 移 与 长 的 比 ) 成 比 
例 ， 类 似 的 关系 对 于 压缩 也 成 立 . 

在 力 了 作用 下 ， 枢 轴 的 4C 部 分 伸 长 了 .。 由 于 这 力 产生 的 反 
作用 表 以 Ti。 在 这 时 候 部 分 0B 被 压缩 了 ,产生 了 反作用 Ts。 根 
据 虎 克 定 律 

h 
7 一 2 
此 处 x* 是 表示 枢 轴 的 弹性 特征 的 比例 系数 ， 根据 作用 在 点 C 处 
请 力 平衡 的 条 件 , 我 们 有 
xh 


h 天 
A i rr 


Ti Tax 
四 





由 此 有 ji- 契 aG- 四 ， 


为 了 求 在 位 于 线段 4O 上 某 一 点 Y (Y<e) 处 产生 的 位 移 ， 我 们 指 
出 , 从 虎 克 定律 推 知 ， 在 枢 轴 伸 长 时 相对 的 偶 长 { 即 点 的 位 移 与 由 
点 到 不 动 的 端点 的 比率 ) 与 点 的 位 置 无 关 、 用 天 表 点 9 的 位 移 , 令 
在 点 z 及 % 处 的 相对 位 移 相 等 , 则 得 

bh 


y zx 
由 此 当 y<s 时 
hh. 
类 似 地 , 假如 点 y 位 于 线段 CB 上 (y>2z), 得 
hh). 
忆 及 影响 函数 (zw, 是 在 点 % 处 施加 单位 力 的 作用 下 点 y 处 的 
离 差 ,得 知 当 弹 性 枢 轴 沿 轴 的 方向 振动 时 影响 函数 具有 下 列 形 式 : 


' 土 yQ-) 于 y<z 时 ， 
BC, "| 


如 2 人) 于 3>z 时 . 
`、 ”可 用 或 多 或 少 相 似 的 方式 求 得 关于 弦 的 影响 函数 ， 假 如 弦 的 


张力 为 守 而 长 为 4 则 在 点 = 处 施加 单位 力 的 作用 下 , 驼 获 得 在 图 
8 上 描绘 的 形式 , 县 在 点 9 处 的 位 移 (z, 4) 由 下 列 公式 给 出 ， 


调 s0- 人 于 zs<y 时 ， 
kg, 幼 一 


页 2%C&-a?) 于 zx>y 时 ， 
这 与 前 面 得 到 的 关于 枢 轴 的 影响 函数 相 一 致 . 

在 以 下 情形 中 ， 通 过 影响 函数 可 以 表现 体系 对 平衡 位 置 的 离 
差 , 即 在 体系 上 作用 着 连续 分 布 的 以 fo) 为 密度 的 力 的 情形 , 
因为 在 长 为 如 的 区 间 上 作用 者 力 jg)4%， 我 们 可 近似 地 把 
它 看 成 集中 在 点 Y 处， 所 以 在 这 力作 用 下 在 点 < 处 产生 离 差 


上 (x, Y)f(y) 妇 ， 在 整个 荷载 作 用 下 离 差 可 近似 地 看 作 等 二 和 数 
Zhz, FY by. 
在 和 30 的 极限 情形 下 ， 可 以 看 出 ， 在 沿 著 体 系 分 布 的 力 
了 Wy) 作用 下 ,点 < 处 的 离 差 w(z) 由 下 列 公 式 给 出 : 


下 ta WF Dy. C28) 


假设 我 们 的 弹性 体系 没有 受到 外 力作 用 .假如 把 它 从 平衡 位 
置 移动 开 来 , 则 它 开始 运动 。 这 种 运动 称 为 体系 的 自由 振动 . 

现在 借助 于 影响 函数 8(z, 9) 米 描述 所 考虑 的 弹性 体系 所 服 
从 的 方程 .为 此 , 用 wlw, 四 来 表示 点 2“ 在 时 刻 t 距 平衡 位 置 的 离 


卷 ， 于 是 ， 点 二 处 在 时 刻 上 的 加 速度 等 于 -2 人 2 分. 


假如 是 物体 的 线 密度 ， 即 pay 是 长 度 元 素 dy 的 质量 ， 则 依 
照 力学 基本 规律 我 们 获得 运动 方程 ， 只 要 在 公式 (23) 中 用 质量 与 


加 速度 的 乘积 -Ze 全 pady 加 以 变 号 来 代 普 力 了 (yyy 
时 这 样 , 自由 振动 的 方程 具有 形式 
wo, De 人 加 入 全 om 


在 振动 理论 中 , 所 谓 弹性 体系 调和 振动 起 很 大 作用 , 这 振动 即 
是 这 样 的 运动 , 对 于 它 
Wz, #) = (0) gin wt, 
它们 标示 下 述 特性 ， 每 个 周 定点 作出 词 和 振动 ( 依 正 弦 规 律 运 
动 ), 以 为 频率 , 这 个 频率 对 于 所 有 点 > 是 相同 的 、 
我 们 还 看 到 , 每 个 自由 振动 是 调和 振动 的 组 成 部 分 。 
命 vy, ) ~uY ain owt, 
将 它 代入 自由 振动 的 方程 中 并 消去 sin wot。 于 是 我 们 得 到 决定 函 
数 w(z) 的 下 列 方程 ; 
v=pof ho, Duly ey. (24) 


这 样 的 方程 称 为 关于 函数 w(z) 的 齐 次 积分 方程 . 








显然 , 对 性 意 的 ， 方 程 (24) 有 我 们 不 感 兴趣 的 解 w(x) 一 0， 
它 与 静止 状态 相应 .使 方程 (34 有 蜡 于 零 解 的 那些 w 值 称 为 体系 
的 固有 值 . 

因为 不 是 对 于 每 个 人 值 都 有 异 于 零 的 解 ， 体 系 能 作 自由 振动 
仅 依赖 于 特定 的 频率 , 其 中 最 小 的 称 为 基本 音频 , 而 其 余 的 称 为 证 
音频 . 

可 以 证 明 ,每 个 体系 有 因 有 类 率 的 无 穷 序 列 , 就 是 所 谓 频 计 庶 

oa oa Wn 

方程 (24) 的 非 零 解 w(z), 对 应 于 闫 率 ww 给 出 相应 的 固有 振动 
形式 、 

例如 , 假设 弹性 体系 卖 现 为 弦 , 紧 拉 在 点 D 及 了 之 提 且 国定 在 
这 两 点 , 则 对 于 这 样 的 体系 可 能 的 固有 振动 等 于 


a, 2 34 ,na 
此 处 “是 系数 ,与 窗 度 及 纺 的 张力 有 关 ， 即 se 一 W/ 工 基本 音 江 为 
ima 1, 面 泛 音频 为 os 一 2ot oa 一 3o …， cn 一 mo。 相应 的 说 


各 振动 形式 由 下 列 等 式 给 出 : 


lo) 一 ain Eo, 


而 对 于 n~1, 2, 3, 4 在 图 10 中 有 描绘 的 图 形 . 

我 们 已 考虑 过 弹性 体系 的 刘 由 振动 ， 假 如 在 运动 的 同时 有 调 
和 的 外 力作 用 在 弹性 体系 上 ， 则 当 我 们 决定 在 这 一 力作 用 下 的 调 
和 振动 时 , 对 于 函数 v(z) 得 到 记 谓 非 齐 次 积分 方程 


“Co) =pos hks, Da 而 + (25) 
积分 方程 性 质 “在 上 面 我 们 已 看 到 了 积分 方程 的 例 ; 
f= ke, Wry Cg) 


0 =»] he, Dy7GDmHHa， Gm 
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图 10 


其 中 第 一 个 是 从 关于 弹性 体系 自由 振动 问题 的 解决 得 来 的 ， 而 第 
二 个 是 从 强迫 振动, 即 在 外 力作 用 下 振动 的 研究 中 得 洲 的 。 

在 这 些 方程 中 未 知 画 数 为 画 数 了 ()， 已 知 的 函数 #o， 切 称 
为 积分 方程 的 核 . 

方程 (27) 称 为 非 卉 次 线性 积分 方程 ,而 方程 (26) 称 为 齐 次 的 . 
它 是 于 h(a) 一 0 时 从 非 齐 次 方程 得 到 的 

显然, 齐 次 方程 永远 有 鹤 解 ， 即 解 了 (2) 一 0， 在 非 齐 次 与 齐 次 
积分 方程 解 之 问 存在 着 密切 联系 。 指出 下 列 的 定理 作为 鲍 , 假如 
卉 次 积分 方程 仅 有 堆 解 ， 则 对 应 的 非 齐 次 方程 对 于 所 有 的 函数 
h(z) 是 可 解 的 . 

假如 对 于 入 的 某 个 值 齐 次 方程 有 不 便 等 于 0 的 解 (2), 则 这 
个 入 倘 称 为 团 训 俏 ， 而 对 应 的 解 沁 (z) 称 为 固有 冰 数 ， 我 们 从 上 面 
看 到 , 当 积分 方程 撒 述 弹性 系统 的 自由 振动 时 , 则 加 有 值 与 体系 的 
振动 频率 密切 相关 ( 即 和 一 pa)， 因 有 函数 给 出 对 应 的 调和 气动 
的 形式 . 

对 于 振动 问题 从 能 景 守恒 定律 摊 出 

klz, Y=Ey, 2). 《28) 

满足 条 件 (28) 的 核 称 为 对 称 的 . 

对 于 具 对 称 核 的 方程 ， 固 有 函数 及 固有 们 拥有 一 系列 的 重要 


9。 








性 质 ， 可 证 明 : 这 样 的 方程 永远 有 一 系列 的 实 固有 值 
Ma, Me, …，)，…- 
对 每 个 加 有 值 有 一 个 或 若干 个 固有 函数 相应 、 条 时 对 应 于 不 
同 的 加 有 值 的 固有 函数 永远 是 相互 直 交 的 ?>， 
照 这 样 ， 对 于 每 个 具 对 称 核 的 积分 方程 圆 有 函数 系 是 直 交 函 
数 系 , 一 个 问题 发 生 : 当 这 个 系 完备 , 也 就 是 当 希 尔 伯 特 空间 中 的 
每 个 函数 可 依 积分 方程 加 有 函数 系 展 开 成 级 数 , 特别 是 假如 方程 


人 re mycDm-o (29) 
仅 当 f(y) =0 时 注 足 , 则 了 分 方 各 
af ks, Da 人 


的 圈 有 函数 系 是 直 交 系 ”. 

照 这 样 ， 每 个 平方 可 积 函 数 7(z) 可 在 这 情形 中 依 固有 函数 展 
开 成 级 数 。 从 考虑 这 些 或 那些 积分 方程 中 , 为 了 各 种 重要 直 交 系 
的 封闭 性 , 我 们 获得 普 浪 而 有 力 的 方法 , 妈 落 数 依 直 交 函 数 展开 成 
级 教 的 可 能 性 的 证 明 . 用 这 些 方法 可 证 明 三 角 函 数 系 、 贺 柱 函 数 
系 、 款 画 数 系 及 其 他 重要 函数 系 的 完备 竹 - 

在 振动 情形 中 , 任意 函数 可 依 同 有 函数 展开 成 级 数 , 这 一 现象 
意味 着 任意 振动 可 展开 为 调和 振动 的 和 . 这样 的 展开 成 为 一 种 方 
法 , 广泛 地 应 用 于 关于 力学 及 物理 学 不 同 领域 中 的 振动 (弹性 体 拔 
动 .声学 的 振动 电磁波 等 等 ) 问 题 的 解决 中 . 

线性 积分 方程 理论 的 发 展 ， 对 于 线性 运算 子 一 般 理 论 的 创立 
起 了 推动 的 作用 , 线性 积分 方程 理论 有 所 地 进入 到 后 一 理论 中 .在 
近 数 十 年 中 ， 线 性 运算 子 理论 一 般 方法 也 有 力 地 促进 了 积分 方程 

二 最 后 的 论断 将 在 下 一 节 《 第 248 页 ) 中 证 明 . 

2) 在 ktz, 切 是 弹性 体系 的 影响 函数 时 ， 条 件 (29) 有 答 普 通 的 忽 理 意义。 在 这 镍 
事 箭 上 [参考 公式 (23)], 我 们 已 见 到 ,在 沿 体系 分 布 的 力 / (9) 作用 下 ,体系 下 平和 位 
置 的 离 基 由 公式 

人 907 
表达 ， 攻 这 梓 , 条件 (99) 意味 着 :每 个 异 于 学 的 力 反 体系 折 半 筑 位 置 带 出 来 


40 。 





理论 进一步 的 发 展 


8$5. 线性 运算 子 及 泛 函 分 析 
进一步 的 发 展 


在 前 一 节 中 我 们 看 到 ， 弹 性 体系 振动 问题 导致 寻找 积分 方程 
加 有 值 及 加 有 函 教 的 问题 .注意 这 些 问 题 也 可 以 与 线性 微分 方 
程 ? 加 有 值 及 固有 函数 的 寻求 相 联 系 ， 许 多 其 它 物 理 问 题 也 归 铺 
为 线性 微分 或 积分 方程 固有 什 及 固有 函数 的 计算 问题 ， 

再 举 一 个 例 ， 在 现代 的 无 线 电 技 术 中 广泛 地 应用 一 种 传播 商 
频 电 磁 振 落 的 所 调 波 导 ， 就 是 空心 的 金属 管 ， 在 必 里 面 传播 电磁 
波 ， 大 家 都 知道 , 沿 车 波导 只 能 传播 波长 不 太 长 的 电磁 振东 ， 临 
界 波 长 的 寻求 化 归 为 某 个 微分 方程 加 有 值 的 问题 

除 此 之 外 ， 在 线性 代数 、 常 微分 方程 护 论 ,稳定 性 问题 等 中 也 
会 遇 到 固有 值 问题 

从 统一 的 一 般 观 点 考 处 所 有 这 些 相互 类 似 的 问题 的 必要 性 产 
生 了 这样 的 观点 显现 为 线性 运算 子 的 一 般 理 论 ， 与 在 不 闻 的 具 
体 问 题 中 国有 函数 及 固有 值 有 关 的 许多 问题 ， 只 有 在 运算 子 一 般 
理论 的 观点 下 才能 彻底 理解 。 照 这 样 ， 在 这 个 方向 和 一 系列 其 它 
方向 中 ， 运 算 子 一 般 理论 本 身 成 为 在 产生 它 的 领域 的 研究 中 很 有 
成 效 的 工具 

在 运算 子 理论 的 进一步 发 展 过 程 中 ， 在 量子 力学 里 广泛 利用 
运算 子 理论 中 的 方法 表现 为 本 质 的 阶段 。 所 讽 自 共 辆 运算 子 理论 
已 成 为 是 子 力学 的 基本 数学 工具 .在 量子 力学 中 产生 的 数学 问题 
的 提 法 已 经 成 为 且 将 继续 成 为 对 于 自 函 分 析 进 一 步 发 展 的 刺激 

在 征 分 和 积分 方程 中 , 已 经 证 实 ,对 于 这 些 方程 解 的 实用 到 近 
法 的 发 展 , 运算 子 观点 是 非常 有 用 的 . 

运算 子 理论 的 基本 观点 ” 转 过 来 阐述 与 运算 了 理论 有 关 的 基 
本 定义 和 事实 . 
“二老 和 六 间 5 


在 分 析 学 中 我 们 遇 到 了 函数 概念 . 在 最 简单 形式 中 ， 它 是 对 
应 关系 ， 对 于 每 个 数 z( 自 变数 的 值 ) 有 一 数 y( 函 数值 ) 与 它 相 对 
应 。 随 着 分 析 学 进一步 的 发 展 , 产生 了 考 感 属于 更 普遍 类 型 的 对 

例如 , 在 变 分 学 (第 二 卷 第 八 章 ) 中 考虑 到 更 一 般 的 对 应 关系 ; 
对 于 每 个 函数 有 数 来 与 它 对 应 ， 候 如 对 每 个 兽 数 有 烙 来 与 它 相 
应 , 那么 我 们 说 , 我 们 得 到 一 个 泛 函数 。 对 每 个 函数 y~f (2) (a 所 
2<b)， 令 被 它 措 绘 的 此 线 轨迹 的 长 度 来 与 它 相对 应 ， 可 做 为 泛 
函数 的 例子 。 假 如 对 每 个 函数 y~=f(2) (a<z<5)， 令 它 的 定 积分 


全 re)a 与 它 相 对 应 ,我们 就 得 到 证 函数 的 又 一 个 例子 。 


假如 把 J(z) 看 成 无 穷 维 空间 中 的 点 ， 那 么 泛 函 数 是 无 穷 维 空 
间 中 点 的 函数 而 不 是 别 的 。 从 这 个 观点 看 , 变 分 学 中 所 研究 的 就 
是 关于 无 穷 准 空间 点 的 函数 的 极 大 或 极 小 值 的 寻求 问题 . 

为 了 定义 什么 是 连续 泛 函 数 ， 必 须 定义 无 穷 维 空间 中 两 点 邻 
近 的 意义 是 什么 . 在 $ 3 中 我 们 给 出 了 两 个 函数 [无 穷 维 空间 中 的 


点 ja) 及 9(z)] 间 距离 为 W | [f(z) -ytz)]*dz， 无 穷 维 空 间 中 


距离 的 这 种 定义 方式 常 技 使 用 ， 但 当然 这 并 不 是 唯一 可 能 的 定义 
方式 在 其 它 问题 中 表明 函数 间距 离 的 其 它 定义 方式 更 好 ， 举 一 
个 蚀 ， 在 函数 逼近 理论 (参见 第 二 卷 第 十 二 章 $ 3) 中 的 问题 里 , 函 
数 间 距离 的 定义 由 标示 两 个 画 数 jz) 及 9(z) 相近 度 的 下 列 公 式 


给 出 
max|y7(z> 一 9Cz)|。 


在 变 分 学 中 研究 运 函 数 时 ， 要 帮 到 冰 数 辣 怒 离 的 其 他 定义 方 
式 ， 

钞 数 间距 离 不 间 的 定义 方式 把 我 们 引 到 不 同 的 无 穷 维 空间 . 

这 样 , 不 同 的 无 穷 维 ( 证 函 ) 空 间 由 函数 储备 及 其 间距 离 的 定 
义 互 相 区 别 . 例如 , 假定 取 所 有 的 平方 可 积 函 数 的 总 体 并 定义 距 


高 为 Yj。 [7 一 9(a]*de， 那么 我 们 就 得到 在 §2 中 引入 的 藻 


“9, 


尔 伯 特 空间 ， 假 定 我 们 取 所 有 的 连续 函数 总 体 并 定义 距 商 为 
max| Go) 一 9( 四 |， 那么 我 们 得 到 所 谓 空 间 (C)。 
当 考 虚 积分 方 各 时 ,我 们 碰 到 形 如 
sD- hh, WF)ay 
的 类 式 ， 对 于 给 定 的 核 KKz, 9), 所 生 的 等 式 显示 一 个 规律 ， 对 
于 每 个 画 数 7 有 另 一 丽 数 .9(a) 与 之 相对 应 . 
这 样 的 对 应 ,对 于 一 个 画 数 了 使 另 一 画 数 4 米 对 应 ， 称 为 运 
算 子 . 
假如 给 了 一 个 规 笛 按照 这 个 规律 ， 对 每 个 函数 户 有 函数 9 
与 之 相对 应 ， 那 么 就 说 我 们 得 到 希 尔 伯 特 空间 中 线性 运算 子 4. 
不 是 对 希 尔 他 符 空间 中 的 所 有 函数 的 对 应 关系 也 可 给 定 ， 在 这 情 
形 中 ， 合 得 函数 9 一 4f 存在 的 那些 /的 集合 称 为 运算 子 4 的 定 
义 域 (类 似 于 普通 分 析 学 中 西数 的 定义 域 )， 这 个 对 应 关系 和 平 当 
一 样 表 记 为 
34 (80) 
运算 于 的 线 件 意 昧 着 ， 对 于 本 数 及 及 及 的 和 有 4 户 与 4 
的 和 与 之 机 对 应 ,而 对 于 画 数 了 补 数 入 相生 有 卫 数 M4 与 之 相对 
应 , 即 
ACh+f) ~ Af:+ A (3D) 
及 
AWf) -747. (82) 
有 时 对 线性 运算 子 同时 要 求 连续 性 , 就 是 , 要 求 在 函数 序列 
到 函数 了 的 收 伺 下 序列 4 所 收 全 于 4 
举 若 干线 性 运算 子 的 例 . 
1 对 每 个 盏 煌 (2)， 使 本 数 9(z) 一 上 ftdt， 即 西数 的 
不 定 积分 与 之 相对 应 ， 这 个 运算 子 的 线性 从 积分 的 下 列 通 党 性 质 
引出, 即 从 这 引出 : 和 的 积分 等 于 积分 的 和 ,又 常数 因 于 可 以 殉 到 
积分 符号 外 而 . 
2 对 于 每 个 可 租 分 丽 数 了 Cz), 使 它 的 导数 产 (?) 与 之 相对 
43 。 


应 ， 这 个 运算 子 适 常用 宁 峡 DD 来 表达 , 即 
F(z) ~ Df(o). 

注意 这 个 运算 子 不 是 对 填 希 尔 伯 特 空间 中 的 所 有 函数 有 定 
义 ， 而 仅 对 于 有 属于 希 尔 伯 特 空间 的 导数 的 函数 有 定义 ， 这 些 函 
数组 成 (如 上 述 ) 所 给 运算 子 的 定义 域 . 

3 例 1° 及 2° 是 在 希 尔 伯 特 空间 中 线性 运算 子 的 例子 ， 我 
们 在 本 书 其 它 章节 里 营 遇 到 过 有 穷 维 空间 中 线性 运算 子 的 例子 . 
在 第 三 章 ( 第 一 卷 ) 中 研究 过 优 射 变换 ， 价 如 平面 上 或 空间 中 仿 射 
变换 使 坐标 原点 留 在 原 处 ， 那 么 它 是 在 二 维 的 或 相应 地 在 三 维 的 
空间 中 线性 运算 于 的 例子 ， 在 第 十 六 章 中 引 渤 了 nw 维 空间 中 的 
线性 变换 , 它 是 m 维 空间 中 的 线性 运算 于 . 

如 在 积分 方程 中 , 我 们 已 在 实质 上 过 到 非常 重要 且 在 分 析 学 
中 有 广泛 应 用 的 泛 函 空间 中 的 线性 运算 子 一 所谓 积分 运算 子 
类 ， 给 定 一 个 确定 的 两 数 (zx, y), 则 公式 


» 
gl = bw, Wf Wdy 


对 于 每 个 函数 了 使 一 函数 9 与 之 相对 应 ， 符 号 上 我 们 可 以 把 这 个 
变换 照 以 下 形式 写 册 : 





g=4f. 
在 这 个 情形 中 ,运算 子 4 苏 为 积分 运算 予 ， 远 可 以 给 出 许多 积分 
运算 对 的 重要 例子 ， 

在 $4 中 我 们 说 到 非 齐 次 积分 方程 
0 = be, Wf vay+ ha). 
用 运算 子 理论 的 记 法 , 这 个 方程 可 改写 为 
f=%4f+h, (8%) 

此 处 入 是 已 给 的 数 , h 是 已 给 的 函数 (无 穷 维 空间 中 的 向 明 ), f 总 
待 求 的 函数 。 仍 用 这 些 记 法, 齐 次 方程 可 改写 如 下 : 

f-7Af. (34) 
关于 积分 方程 的 古典 理论 ,例如 ,在 4 中 承 述 过 的 关于 非 章 次 及 
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相应 的 齐 次 积分 方程 可 解 性 间 关系 的 定理 ， 并 不 是 对 于 所 有 运算 
子 方程 正确 的 .然而 可 以 指出 来 若干 一 般 条 件 ， 加 于 运算 子 4 之 
上 .在 这 些 条 件 之 下 , 定 王 成 为 夏 确 的 . 
这 些 条 件 用 拓扑 学 的 词句 陈述 出 来 而 总 结 为 ， 运 算 邓 4 礼 单 
位 球体 (就 是 长 度 不 超过 1 的 向 量 总 体 ) 变换 到 紧 集中 
运算 子 的 固有 值 及 固有 向 量 ”由 关于 振动 的 问题 把 我 们 引 到 
关于 积分 方程 国有 值 及 固有 函数 的 问题 ， 这 些 问题 我 们 已 照 以 下 
方式 陈述 过 ， 求 和 的 值 使 得 有 异 于 办 的 函数 户 满足 方程 
7 二 Ma DFW), 
像 先 前 一 样 , 这 个 方程 可 改写 成 
fh4f 
或 
47- 革 了 (35) 


今后 将 4 理解 为 任意 线性 运算 子 ， 于 是 满足 等 式 (35) 的 向 
量 了 称 为 运算 子 4 的 固有 向 量 而 数 天 为 相应 的 固有 值 . 
因为 向 量 于 了 在 方向 上 与 向 量 了 -到 (与 了 仅 相 差 一 数值 因 


子 ) 所 以 , 寻求 固有 向 量 的 问题 还 可 以 陈述 为 寻求 在 变换 4 之 下 
不 变 它 自己 的 方向 的 非 零 向 量 了 的 问题 . 

在 关于 固有 值 问题 上 的 这 样 的 观点 ， 使 得 我 们 能 够 把 关于 积 
分 方程 (假如 4 是 积分 运算 子 )、 微 分 方程 (假如 4 是 微分 运算 子 ) 
的 加 有 值 问题 和 关于 线性 代数 中 [假如 4 是 有 穷 维 空间 中 线性 变 
换 ; 参见 第 六 章 ( 第 二 卷 ) 及 第 十 六 章 ] 的 男 有 值 问题 统一 起 来 ,对 
于 三 维 空间 情形 这 个 问题 已 在 求 椭 球 体 的 所 谓 主轴 中 过 到 . 

在 积分 方程 的 情形 , 加 有 函数 及 固有 值 的 一 系列 重要 性 质 ( 例 
如 固有 值 的 实数 性 , 固有 函数 的 直 交 性 等 ) 表 现 为 核 的 对 称 性 一 一 
就 是 等 式 52， 9) 一 (yg, 2) 的 推论 . 

对 于 希 尔 伯 特 空间 中 任意 的 线性 运算 子 4， 运 算 了 的 所 谓 电 
共 亏 性 表现 为 这 个 性 质 的 类 似 。 





在 -- 般 情形 中 , 运 等 子 半 的 自 共 思 性 条 件 如 下 ， 对 任意 两 元 

索 凡 及 广 , 等 式 
C4 各 一 (说 Af) 
成 立 , 此 处 (4 有) 表 疝 基 4 所 与 向 种 天 的 纯 积 . 

运 笋 子 的 自 共 轮 性 在 力学 问题 中 通常 友 现 为 能 好 守恒 定律 的 
推论 ， 因 之 ,这 个 条 件 对 于 ( 辟 如 说 ) 与 振动 [此 村 没有 能量 耗 摧 
( 散 遂 )] 有 关联 的 运算 子 是 成 立 的 . 

在 量子 力学 中 过 到 的 大 多 数 运算 于 都 是 自 苍 的 ， 

我 们 米 验 证 具 对 称 核 (zy) 的 积分 运算 子 是 自 共 生 的 ， 事 


实 上 ， 在 这 储 肛 中 47: 是 画 数 | za 芒 户 GD) 四。 四 之 ， 纯 各 
人 47 有 等 于 这 个 画 数 与 记 的 积 的 各 分, 山下 现 公 式 给 出 ， 
Gps 1 -Ph se, DADs dy dn. 


Pe 
类 似 地 (六 4 用 一 人 ze Df dan. 


每 式 (4 Jo) 一 ( 记 4J2) 是 核 gw, y) 的 对 称 性 的 直接 推论 ， 
任意 自 共 固 运算 了 拥有 一 系列 重要 性 质 ， 它 们 在 应 用 这 科 运 
算 子 来 解 各 种 问题 当中 是 有 用 的 。 可 以 证 明 : 线性 自 共 狗 运算 子 
的 固有 值 永 远 蚌 实 的 ， 而 且 与 不 同 的 固有 值 对 应 的 固有 画 数 相互 
直 交 . 
检阅 来 证 明 最 后 的 论断 。 设 和 及 2 是 运算 子 4 的 两 个 不 同 的 同 有 得， 
而 户 及 方 污 与 它们 对 应 的 加 有 向量， 这 意 于 车 


ji 一 afu (C86) 
Afs=hfa, 
取 等 式 (36) 的 第 一 个 与 产 的 纯 积 ,并 取 第 二 个 与 为 的 纯 积 ,我 们 得 到 
{Af1, 1 =fy, 12), C7) 


(fa, 万 ) 一 iacja fi). 
因为 运算 子 剑 是 自 共 恩 能 ,所 以 (df 户 ) 一 (4js, 万 > 从 (37) 的 第 一 个 等 式 
减 去 第 二 个 ,得 
0=(h = 20) (fs, f9). 
医 为 为 入, 所 以 Cf 万) 一 0, 就 姨 向 黄 及 与 12 直 交 。 
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自 共 罗 运 算 子 的 研究 弄 明 白 了 许多 具体 问题 和 与 固有 值 理论 
有 联系 的 问题 . 

我 们 现在 仔细 地 看 看 这 些 同 题 之 中 的 一 个 ， 就 是 关于 在 连续 
诺 傅 形 中 依 固有 函数 的 展开 问题 - 

为 了 六 明和 什么 是 连续 详 ， 再 借助 于 古 奥 的 粥 振动 问题 。 上 面 
我 们 已 表明 , 对 于 长 为 !L 的 政 , 振动 的 固有 频率 可 取 一 系列 的 侦 ; 
本 
在 数 轨 OA 上 安置 这 一 系列 的 点 。 假如 增 大 弦 长 1, 则 系列 中 任何 
两 相 仑 的 点 的 距离 就 将 减 小 , 而 它们 就 将 更 稠密 地 二 挤 在 数 轴 上 . 
在 极限 情形 ， 当 !-*cc， 喜 是 对 于 无 穷 长 的 孩 ， 固 有 频率 就 填充 半 
数 轴 >0。 这 情形 表示 体系 有 连续 谱 . 

我 们 已 经 说 过 ， 对 于 长 ! 的 弦 ， 依 团 有 函数 的 展开 就 是 依 


也 4 的 正 将 及 余弦 的 展开 , 就 是 展 小三 角 级 数 : 


x oT 
于 2 于 ma 


Je) 一 名 ++Dancosn 所 4 和 sin 于 


对 于 无 穷 长 的 六 的 情形 , 可 以 证 明 , 或 多 或 少 任意 的 函数 可 依 正路 
及 余 辟 展开 。 而 既然 固有 频率 现在 是 连续 地 分 布 在 数 直 线 上 ， 这 
展开 将 不 是 展开 成 级 数 而 是 展开 成 所 谓 传 里 叶 积分 : 

7 [40DeosXz+ 了 3ODainhaledh。 


展开 成 傅 里 时 积分 很 早 就 已 经 知道 ， 且 在 十 九 进 纪 中 当 包 不 
同 的 数学 物理 问题 时 广泛 地 被 使 用 过 . 

而 在 具 连 续 谱 的 更 一 般 问题 ”中 ， 许 多 与 依 因 有 函数 展 升 有 
关 的 问题 还 没有 弄 清 。 只 有 有 自 共 罗 运算 子 一 般 型 论 的 建立 , 才 会 
使 这 些 问题 得 到 必要 的 一 明 . 

还 要 指出 一 个 以 运算 子 一 般 理论 为 基础 得 到 解决 前 一 些 古 俱 
问题 范围 在 有 能 其 散 逸 时 振动 的 考虑 引 到 这 些 问题 . 

在 这 情形 中 我 们 仍 可 找 体系 的 形 如 wz)pC) 的 自由 振动 .但 


了 D 非 准 久 关 性 介质 振动 以 及 量子 力学 的 许多 问题 可 以 作为 例子 。 
247。 


是 , 和 没有 散 逸 的 折 动 情形 不 同 , 函数 pC 六 不 是 简单 的 coe wt 而 时 
具 和 形式 es oosot, 此 处 上 >0， 归 这 祥 ， 对 应 的 解 具 有 形式 
Ww)e “oosat， 每 个 点 在 这 情形 中 仍 作 振 动 ( 具 频 率 吕 ,然而 
振动 表现 为 衰减 的 ， 因 为 于 i->co 时 这 些 振动 的 振幅 所 含 的 因子 
e* 趋 于 0. 

体系 的 轩 有 振动 可 以 很 方便 地 写作 复数 的 形式 ，w(s)e-*， 
当 没 有 摩擦 时 此 处 X 是 实 的 , 当 有 摩 氛 时 此 处 入 是 复 的 . 

具有 能 其 获 选 的 体系 的 振动 司 题 仍然 化 归 成 辕 有 振动 的 问 
题 , 但 不 再 是 对 干 自 共 瑟 运算 子 。 对 于 体系 讲 , 复 因 有 值 的 存在 下 
现 出 自由 振动 套 减 的 特征 . 

将 运算 子 理论 方法 与 解析 函数 论 方法 的 联合 使 用 , M. B. 山 
尔 迪 什 在 1950 一 1951 尔 研究 了 这 类 问题 , 关于 这 类 问题 证 明了 园 
有 函数 系统 的 完备 性 . 

泛 函 分 析 与 数学 其 他 分 支 及 量子 力学 的 联系 上面 我 们 已 提 
到 ， 二 手 力学 的 创立 表现 为 泛 函 分 析 发 展 过程 中 具有 决定 性 的 一 
个 阶段 . 

就 象 向 积分 的 兴起 在 十 八 世纪 中 为 力学 及 古典 物理 学 的 需要 
所 统治 一 样 ， 泛 函 分 析 的 发 展 已 经 并 且 将 继续 在 现代 物理 学 主要 
是 量子 力学 最 强 有 力 的 影响 下 出 现 ， 本 质 上 与 泛 函 分 析 有 关 的 数 
学 分 支 已 成 为 量子 力学 的 基本 数学 工具 .我 们 只 扼要 地 指出 这 里 
启 水 及 的 联系 , 量子 力学 基础 的 陈述 则 将 超出 本 书 的 范围 . 

在 量子 力学 中 ， 体 系 的 状态 当 用 希 尔 伯 特 空间 的 向 量 米 做 关 
于 体系 的 数学 描述 时 客 给 出 来 象 能 量 、 冲 量 、 运 动 的 振动 矩 这 类 
数量 借助 于 自 共 短 运算 子 来 研究 ， 例 如 在 原子 里 电子 的 可 能 能 级 
作为 能 量 运 算 子 的 因 有 值 而 被 计算 ， 这 些 男 有 值 的 差 给 出 被 原子 
辐射 的 光 的 频率 , 照 这 样 定义 了 所 给 物质 辐射 的 庶 的 构造 。 电子 
的 对 应 状态 于 此 作为 能 量 运算 子 固有 函数 而 得 到 撒 述 . 

求 量子 力学 问题 的 解 常 要 计算 不 同 的 ( 常 微分 ) 运 算 子 的 固有 
值 . 在 复杂 的 情形 下 , 这 些 问 题 的 准确 解 实际 上 是 不 可 能 的 . 为 了 
求 这 些 问 题 的 近似 解 , 广泛 地 使 用 启 谓 摄 动 理论 , 它 使 得 人 全能 依 
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某 自 共 辆 运算 子 4 的 已 知 的 固有 值 及 固有 函数 来 找 与 4 有 微小 
差异 的 运算 子 4, 的 回 有 值 ， 注 意 摄 动 理论 距 完 备 的 数学 基础 还 
这 , 建立 此 基础 是 一 个 右 趣 的 重要 的 数学 问题 . 

另外 , 与 固有 值 的 近似 决定 无 关 , 常 可 借 定 性 研究 的 帮助 讨 论 
很 多 给 定 的 问题 。 在 量子 力学 问题 中 , 这 种 研究 是 建立 在 所 给 的 
对 称 性 问题 中 的 有 效用 的 基础 上 、 凤 体 对 称 性 、 原 子 里 球 对 称 性 、 
关于 反射 的 对 称 性 等 可 以 当做 这 种 对 称 性 的 例子 既然 对 称 组 成 
和 群 (参见 第 二 十 章 )， 所 以 群 的 方法 (于 谓 群 表现 论 ) 不 用 计算 而 给 
出 一 系列 问题 的 回答 的 可 能 些 ， 作 为 例 , 我 们 指出 原子 谱 分 类 , 核 
转化 及 其 它 问 题 . 

这 样 , 最 子 力学 广泛 地 利用 自 共 辑 运算 于 理论 作为 数学 工具 . 

量子 力学 在 现时 的 继续 发 展 导致 运算 子 理论 进一步 的 发 懂 ， 
在 这 理论 前 面 探 荐 新 的 问题 . 

量子 力学 的 影响 以 及 泛 浮 分 析 在 数学 内 部 的 发 展 ， 使 得 在 六 
近 若 干 年 中 代数 的 问题 及 方法 在 泛 函 分 析 中 发 生 相当 大 的 作用 . 
在 现代 分 析 中 代数 趋势 的 加 强 值得 与 代数 方法 在 现代 理论 物 型 由 
增长 着 的 意义 (通过 与 十 九 世 纪 物 理学 方法 比较 ) 术 对照 . 

在 结束 时 再 强调 一 次 ， 泛 勇 分 析 是 现代 数学 中 正在 有 趣 地 发 
展 着 的 分 支 之 一 、 它 可 联系 并 应 用 到 现代 物理 学 、 微 分 方程 .近似 
计算 中 , 以 及 代数 学 、 拓 扑 学 、 实 变数 函数 论 中 , 并 由 此 产生 了 应 用 
的 一 般 方法 , 这 使 活 函 分 析 成 为 现代 数学 的 基本 枢 纪 之 一 。 
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第 二 十 章 ” 群 及 其 他 代数 系统 


S15 引 言 


在 介绍 多 项 式 代数 的 本 书 第 一 卷 第 四 章 中 ， 已 经 谈 到 代数 发 
展 的 藉 本 道路 、 它 在 其 他 数学 部 门 中 所 占 的 位 置 和 关于 代数 对 象 
木 身 的 观点 的 改变 ， 本 章 的 目的 是 给 读者 介绍 某 些 新 的 代数 理论 
的 概念 。 这 些 理论 发 生 在 上 一 世纪 ,在 本 世纪 中 得 到 了 充分 的 发 
展 ， 它 们 对 近代 数学 的 研究 有 很 大 的 影响 . 

近世 代数 , 就 像 古典 的 那样 是 关于 运算 的 学 说 ,是 关于 计算 
规则 的 学 说 。 但 它 不 把 自己 局 限 在 研究 数 的 运算 的 性 质 上 , 而 是 
企图 研究 更 具 一 般 性 的 元 素 上 运算 的 性 质 ， 这 种 趋向 是 现实 中 的 
要 求 所 提示 的 ， 辟 如 , 在 力学 中 , 力 .速度 、 旋 转 的 合成 ， 在 线性 代 
数 ( 见 第 十 六 章 ) 中 , 运算 的 对 银 是 矩阵 , 线性 变换 和 n 维 空间 的 向 
量 .我 们 知道 , 线性 代数 中 的 想法 和 方法 , 在 实际 计算 中 被 广泛 的 
使 用 着 . 

群 论 在 近世 代数 中 起 着 特别 突出 的 作用 ， 本 章 将 用 很 多 航 旺 
介绍 它 ， 在 其 他 别 的 代数 理论 中 , 我 们 将 谈 到 超 复数 系 的 理论 , 这 
个 理论 在 数 的 概念 发 展 的 历史 过 程 中 是 一 个 必须 的 和 重要 的 阶 
段 ， 当 然 ,这 两 种 理论 远 非 穷尽 近世 代数 的 内 容 , 但 用 它们 可 以 相 
当 消 楚 地 阐明 近世 代数 的 想法 和 方法 - 

为 了 研究 像 对 称 的 规律 这 样 重要 的 现实 世界 的 规律 ， 必 须 找 
到 工具 ， 由 于 这 种 必要 性 就 出 现 了 群 论 . 

关于 任何 几何 体 或 其 他 教学 和 物理 对 象 的 对 称 性 质 的 知识 ， 
有 时 给 出 一 个 弄 清 这 些 物体 、 对 象 结构 的 门路 。 虽然 对 称 的 概念 
看 来 是 很 明显 的 ， 但 为 了 给 对 称 这 个 概念 一 个 精确 的 和 一 般 的 指 
述 ， 特 别 是 对 称 的 性 质 的 基 上 的 计算 ， 却 需要 利用 群 论 这 个 工具 . 
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群 论 的 发 生 比 较 早 , 约 在 十 八 世纪 去 和 十 九 世 纪 初 .起 切 , 它 
仅 基 作为 解决 这 样 一 个 问题 的 朝 助 工具 而 发 展 起 来 的 ， 就 是 为 了 
解决 高 次 方程 的 根 是 否 能 用 根 号 卖 示 的 问题 、 这 是 由 于 下 面 事实 
引起 的 : 在 解决 上 述 问题 中 , 第 一 次 发 现 了 方程 的 根 的 对 称 性 和 下 
等 性 二 解决 全 部 问题 的 关键 。 从 十 九 世 纪 到 二 十 世纪 这 段 时 间 ， 
在 科学 的 许多 别 的 部 门 , 例如 在 几何 、 结 晶 学 物理 、 化 学 都 弄 消 了 
对 称 的 规律 的 重要 意义 ， 因 此 群 论 的 方法 和 结果 得 到 了 广泛 的 流 
传 ， 既然 每 一 个 应 用 部 门 都 向 群 论 提 出 自己 特殊 的 问题 ， 这 样 部 
门 数目 的 增加 也 就 必然 反 过 来 起 着 推进 的 作用 ， 促 合群 论 新 分 支 
的 发 展 。 而 这 发 展 把 按 基本 概念 是 统一 的 近代 群 论 引 向 分 裂 ,分 
裂 成 为 许多 或 多 或 少 独立 的 课目 ， 群 的 一 般 现 论 有 限 群 论 , 连 续 
狂 论 .变换 的 离散 类、 群 表示 与 特征 值 的 理论 .并 逐步 地 发 展 起 
来 ， 群 论 的 方法 和 概念 , 不 仅 是 在 研究 对 称 的 规律 时 , 就 是 对 村 解 
决 许多 其 他 别 的 问题 也 是 重要 的 了 . 

现在 群 的 概念 已 成 为 现代 数学 中 最 重要 的 、 具 有 概括 性 的 概 
念 之 一 了 , 而 群 沦 在 数学 中 居于 显著 的 地 位 。 在 群 论 的 发 展 过 程 
中 , 费 得 洛 夫 、 施 密 特 、 邦 特 里 雅 金 作出 了 杰出 的 贡献 。 就 是 在 群 
论 的 现代 发 展 中 , 苏联 学 者 的 研究 也 居于 领导 的 地 位 。 


§2. 对 称 和 变换 


对 称 的 一 些 最 简单 形式 ”我 们 先 介绍 一 些 对 称 的 最 简单 形 
式 , 这 些 是 读者 从 日 常生 活 中 就 熟 习 了 的 . 这 样 的 对 称 形式 之 一 就 
是 几何 体 的 锯 面 对 称 或 关于 平面 的 对 称 . 

空间 的 一 点 和 4 叫做 点 B 关 于 平面 a 的 对 称 点 (图 1), 如 果 这 
平面 垂直 地 交 线 段 4B 于 其 中 点 ， 通 常 说 ,点 是 点 和 4 关于 平 而 
的 反射 象 。 说 一 个 几何 体 关于 平面 是 对 称 的 ， 如果 这 个 平面 把 
几何 体 臂 成 两 部 分 ， 其 中 任 一 部 分 都 是 另 一 部 分 关于 所 给 平面 的 
镜面 喘 象 ， 此 时 这 个 平面 就 称 为 物体 的 对 称 平面 。 在 自然 界 ， 镜 
面 对 称 的 形体 非常 多 , 例如 ， 人体 的 形状 , 曾 体 和 鸟 体 的 形状 通常 
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都 有 对 称 平面 . 
可 以 相仿 地 定义 关于 直线 的 对 称 。 通常 说 点 4 如 是 关于 直 
线 对 称 的 , 如 果 该 直线 垂直 地 交 线 段 48B 于 其 中 点 (图 2); 说 一 个 
儿 何 体 关于 直线 是 对 称 的 ， 或 者 
说 ， 它 以 这 条 直线 为 自己 的 二 阶 
对 称 轴 ， 候 如 几何体 上 每 一 点 的 
对 殉 点 也 属于 该 体 ， 


图 1 图 2 


有 二 阶 对 称 轴 的 物体 ， 当 它 围绕 该 轴 旋 转 一 半 ， 也 就 是 旋转 
180° 时 , 结果 仍 和 自己 相 重 。 
对 称 轴 的 概念 可 以 用 很 自然 的 方式 来 控 广 .一 直线 称 为 给 定 


物体 的 一 阶 对 称 轴 ， 如 果 遂 绕 轴 旋 转 去 360 ”时 , 物体 和 自己 相 重 


合 ， 例 如 一 个 底 是 正 n 角形 的 正 锥 休 ， 锥 
的 项 点 和 廊 中 心 的 连 线 是 它 的 阶 对 称 轴 
(图 3). 

一 直线 称 为 物体 的 旋转 轴 ， 如 果 围 绕 
荐 轴 旋转 任何 角度 时 , 物体 都 和 自己 重合 . 
例如 , 圆柱 体 和 圆锥 体 的 轴 , 球 的 任 一 条 直 
径 都 是 它们 的 旋转 四， 旋转 轴 同 时 也 是 任 
何 阶 的 对 称 轴 . 

景 后 ， 关 于 点 的 对 称 ， 或 者 说 中 心 对 
称 , 也 是 对 称 的 一 种 重要 类 型 .说 点 4, 召 
是 关于 中 心 0 对 称 的 ， 如 果 4, B 所 定 的 时 党 
线 侦 被 0 平分， 一 个 物体 称 为 关于 中 心 0 对称， 假若 它 的 所 有 点 
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被 分 成 一 对 对 的 、 关 于 O 对 称 的 点 担 。 球 和 立方 体 可 以 作为 中 心 
对 称 休 的 例子 ,它们 的 中 心 就 是 它们 的 对 称 中 心 (图 多。 
知道 物体 的 所 有 夺 称 平面 .对称 轴 和 对 称 中 心 , 就 能 得 到 关于 
它 欧 对称 性 质 的 相当 全 面 
的 医 念 ， 
然而 对 称 的 概念 不 是 
仅 当 应 用 到 几何 体 上 才 有 有 
意义 . 例如 下 面 的 断 语 
也 有 着 完全 清楚 的 意思: 
人 > 过 在 多 项 式 喧 十 可 十 虽 十 并 
中 ,变量 oa，za， zs, zs 的 出 现 是 对 称 的 ， 而 在 多 项 或 难 十 咀 十 到 
十 对 中 发 和 地 za 和 zs 的 出 现 是 对 称 的 。 但 这 时 ， 例如 说 , 痰 
投 澡 和 4 却 是 不 同 的 ， 这 样 的 例子 可 以 找到 很 多 ,这 就 迫使 我 们 
提出 下 面 的 重要 问题 : 什么 是 对 称 ? 如 何 用 数学 方法 来 考虑 对 称 的 
关系 ?原来 这 个 向 题 的 精确 答案 和 变换 这 个 概念 相 联 系 着 , 后 者 从 
前 几 章 开始 就 在 本 书 中 多 次 的 出 现 了 、 为 了 把 各 种 不 同性 质 的 情 
形 , 例如 空间 物体 的 对 称 和 多 项 式 的 对 称 , 有 可 能 包括 在 关于 对 称 
的 一 个 一 般 定 义 中 ， 必 须 把 变换 这 个 概念 也 在 很 一 般 的 形式 下 描 
述 . 
变换 令 1 表 有 限 或 无 限 集合 , 它 的 元 素 可 以 是 完全 随意 的 
对 象 ， 例 如 ， 寻 可 以 是 由 数 工 2，…, 组 成 的 团体 , 可 以 是 独立 
变量 mm，m，za， zx4 的 全 体 或 平面 上 所 有 点 的 全 体 。 落 对 集合 性 
中 的 每 一 点 ， 在 用 中 地 有 一 个 完全 确定 的 元 素 和 它 相对 应 ， 则 说 
给 出 了 集合 履 的 一 个 变换 . 对 于 有 限 集合 到 ,每 一 个 变换 都 可 用 
玫 来 给 出 。 表 是 由 二 行 组 成 的 ， 在 上 一 行 按 任意 次 序 记 下 集合 外 
的 元 素 的 符号 ， 而 在 它们 的 每 一 个 下 面 注 明和 它 对 应 的 那个 元 崇 


3 
的 符号 ， 例 如 ， #(; : 2 ) 涪 明和 全， 2, 3, 和 的 一 个 变换 , 





2821 
在 这 个 变换 下 , 数 1, 2 3, 4 顺序 映 到 数 2, 3, 2, 1 候 范 把 数 
1,2, 3 4 按 次 序 5, 4 1, 2 记 在 上 面 的 那 一 行 , 则 我 们 可 以 把 上 后 


.2:4e 
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恋 到 的 变 执 记忆 去 { 2 证 要 于 


假若 用 是 无 限 集合 , 但 是 有 可 能 排列 (编号 ) 它 的 元 来， 这 时 
把 苑 素 的 符号 安置 在 一 行 (例如 ,于 是 所 有 自然 数 的 集合 ，1, 2 
3 …-)， 也 可 用 相信 的 办 法 给 出 集合 的 变换 ， 

为 了 研究 变换 ,需要 引入 运 当 的 符号 ， 我 们 将 简单 地 用 字母 
4 加 等 来 表示 变换 ， 并 且 当 我 们 用 字母 4 来 表示 集合 如 的 某 一 
变换 时 , 若 mm 基 M 的 任 一 元 党 ， 则 m4 就 表示 元 素 n 的 象 ， 即 指 
在 交换 下 吕 扩 对 应 的 那 人 元素 例如, 令 4 (3 2 1 ) 

14=2, 24=3, 84=2, 44 一 1. 

下 而 指出 几 个 在 几何 中 起 重要 作用 的 变换 ， 

在 空间 中 任 取 一 直线 m 令 空间 的 任 一 点 卫 与 点 @ 对 应 ， 而 
点 龟 是 点 已 绕 铀 二 转 一 固定 角度 所 达到 的 点 (图 劝 ， 这样, 我 们 
就 定义 了 所 有 空间 点 集合 的 一 个 变换 ， 叫 做 空间 绕 轴 a 作 骨 9 的 
一 个 旋转 . 

要 注意 的 用 ， 旋 转 "这 个 字 在 力学 中 是 指 某 种 过 程 ,物体 上 的 
点 经 这 种 过 程 而 达到 新 的 位 置 ， 这 里 我 们 用 的 术语 "旋转 "是 指 空 
间 的 变换 ， 此 时 不 去 注意 运动 过 各 的 本 身 而 是 仅 考察 它 的 最 终结 
果 一 点 的 最 初 位 人 与 最 终 位 置 的 对 应 ， 





另外 一 种 重要 的 空间 变换 是 所 有 点 按 所 给 方向 作 给 定 距 离 的 
平移 。 在 图 6 中， 对 于 任意 点 P,Ps, Ps 示 出 了 它们 的 对 应 点 
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Qi，Q@, Qu 由 此 可 见 ,假若 知道 在 平移 下 菜 一 个 点 的 对 应 点, 更 各 
可 以 找到 空间 中 所 有 其 他 点 的 对 应 点 。 

上 面 管 定义 过 空间 图 形 的 对 称 平 面 、 对 称 铀 和 对 苏 中 心 等 溉 
念 、 这些 概 念 中 的 每 一 个 者 太空 间 的 一 个 确定 的 变换 和 它 对 训 
车 , 那 诚 是 关于 平面 的 哑 射 、 关于 直线 的 族 转 和 关于 中 心 的 瞎 射 
例如 ,关于 平面 的 喘 射 是 一 个 变换 ,在 这 个 变换 下 空间 的 每 一 点 与 
它 关于 平面 的 对 称 点 对 应 着 ， 相 念 可 定义 关于 直线 的 旋转 和 关于 
中 心 的 映射 

我 们 淡 了 -此 空间 的 变换 ， 它 们 相应 的 平 阐 的 变换 是 ， 平 面 
人 点 作 给 定 角 的 旋转 .平面 沿 自己 向 给 定 方向 的 平移 . 关 半 位 本 平 
硬 上 站 线 的 映射。 这 些 平面 的 变换 可 以 相仿 地 定义 ,它们 较 比 相 
应 的 空间 变换 更 加 醒目 . 

双 便 单 值 变 换 ( 即 一 一 对 应 ) 在 震 织 一 个 集合 的 记 有 可 能 的 
变换 时 , 首先 应 注意 丙种 映射 间 的 基本 其 异 , 即 集合 到 自身 的 双 创 
单 值 映射 及 非 双 侧 单 值 脆 射 。 集 合 开 的 一 个 变换 取 叫 做 这 个 集 
合 到 自身 的 双 侧 单 什 映 射 ， 优 若 不 仅 是 对 集合 MM 的 每 一 元 素 在 
天 中 都 有 唯一 确定 的 元 素 和 它 对 应 一 “这 已 经 包含 在 变换 的 定义 
由 一 一 并 且 对 Mr 的 每 一 元 素 9, 存在 且 只 存在 一 个 元 素 2 它 所 对 
应 的 元 素 是 y 换 名 话说 ,车 对 开 的 每 一 元 素 凡 “方程 "24~y 在 
下 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 解 如 则 4 是 一 个 双 侧 单 人 的 变换 . 

上 而 考察 过 的 所 有 空间 变换 一 英 射 、 放 转 和 平移 一 都 是 
双 侧 单 什 的 ,因为 此 时 不 仅 对 每 一 点 了 都 存在 一 个 点 ,了 恰好 变 
成 它 , 且 只 存在 唯 -- 的 一 个 点 , 它 能 变 成 . 

很 容易 举 出 反例 来， 全 如 , 数 集 {1,2, 3， 全 的 由 均 ( 21 3) 
给 出 的 变换 就 不 是 双 便 音信 的 ， 这 是 因为 在 该 变换 下 没有 什么 数 

/123456..: 
能 变 戌 数 4， 记 有 自然数 工 2 3，… 的 集合 由 家 (1 a 


所 给 定 的 变换 也 不 是 双 侧 单 值 的 ， 对 每 一 数 ” 言 , nr 确 是 变 到 
它 ， 但 2n 不 是 唯一 具有 这 性 质 的 数 ， 因 为 2n 一 1 也 是 变 到 的 ， 
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一 般 对 于 由 表 给 定 的 变换 , 很 容易 制定 一 种 持 志 , 合乎 它 的 要 求 时 
变换 就 是 双 侧 单 值 的 、 为 此 , 易 见 其 必要 旦 充分 条 件 是 : 在 坡 的 下 
一 行 , 集合 的 每 一 元 素 必 出 现 且 只 出 现 一 次 . 

在 数学 里 右 时 也 讨论 非 双 侗 单 值 的 变换 , 例如 , 众所周知 的 空 
间 到 平面 上 投影 的 运算 是 有 很 大 意义 的 。 这 个 变换 就 不 是 双 侧 单 
值 的 ， 因为 投影 到 每 一 个 点 的 不 是 一 个 点 , 而 是 空间 中 的 许多 的 
点 . 但 是 在 大 多 数 场 合 过 到 的 仍 是 双 侧 单 值 变 换 ; 特别 是 , 当 考 察 
茶 些 物理 过 程 时 , 这 样 的 变换 起 着 基本 的 作用 . 通过 这 些 物理 过 
程 , 所 研究 的 系统 的 元 素 彼此 不 合并 ,不 消失 、 也 不 产生 新 的 ， 

今后 谈 到 变换 时 , 指 的 是 双 侧 单 值 的 变换 。 它们 也 常 被 称 为 
置换 , 特别 是 当 讨论 有 限 集合 变换 的 情形 . 

对 于 集合 M 到 自己 上 的 每 一 个 ( 双 侧 单 值 ) 变 换 4, 很 容易 
定义 一 个 逆 变 换 4 假 著 变 换 4 把 集合 半 的 任 一 元 素 2 变 到 
元 素 y, 则 把 元 素 y 变 到 的 变换 就 称 为 变换 4 的 道 变换 , 用 4 

1234 2341\ /1234 
类 之 全 各 , 才 4~ (3544) WN (2344)- (L228) 若 
妆 是 空间 绕 轴 作 角 gp 的 旋转 , 则 4 是 困 绕 同一 个 轴 , 但 向 相反 方 
向 作 角 gp 的 旋转 ; 等 等 . 

有 时 可 能 磁 到 道 变换 和 原 给 的 相 重合 的 情形 。 比如 说 , 在 空 
间 中 关于 平面 点 的 中身 就 有 这 样 的 医 厂 ， 灾 换 4 一 2243) 

1234\ /2143 
训 此 性 质 , 因为 4 a ee te 

注意 , 对 于 非 双 住 单 值 变换 不 能 谈 和 什么 道 变换 , 因为 这 样 的 变 
换 可 能 把 谁 也 变 不 到 某 些 元 素 上 去 ， 另 一 方面 也 可 能 把 同一 元 素 
变 到 许多 元 素 上 去 . 

对 称 的 一 般 定义 ”在 数学 和 它 的 应 用 中 ， 很 少 会 发 生 考 虞 给 
定 集 台 的 一 切 变换 的 要 求 ， 这 是 因为 集合 本 身 很 少 能 被 认为 仅仅 
是 一 些 互 不 相关 的 元 素 的 简单 联合 .这 也 是 很 自然 的 ， 因 为 在 数 
学 里 研究 的 集合 是 许多 具体 集合 的 抽象 形象 ， 而 这 些 具 体 集合 的 
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元 素 是 永远 处 于 千 千 万 万 的 相互 联系 中 的 ， 且 与 所 考察 的 集合 范 
图 以 外 的 一 些 东 西 朴 联系 着 ， 员 然 在 数学 中 不 得 不 撤 开 这 些 联系 
的 大 部 分 ,但 最 本 质 的 部 分 是 要 保 贸 以 考虑 的 , 这 谣 促 局 
我 们 首先 研究 集合 的 这 样 一 些 变换 ， 它 们 不 破坏 元 素 问 这 些 或 那 
些 被 考虑 的 联系 ， 道 常 称 这样 的 变换 为 可 容许 变换 或 称 为 对 集合 
元 岩 间 被 考虑 的 那些 联系 的 自 同 构 对 应 。 俩 如 , 对 于 空间 的 点 ,两 
, 点 间 踊 离 的 概念 是 很 重要 的 ， 这 个 概念 的 存在 是 考虑 到 下 而 的 这 
个 点 问 的 联系 ; 任 两 点 闻 都 有 一 定 上 距 离 ， 不 破坏 这 些 联系 的 变换 
是 合 点 间 旺 离 不 变 的 变换 。 这 样 的 变换 叫做 空间 的 "和 运动” 

利用 各 司 物 这 个 要 念 , 不 难 给 出 对 称 的 一 般 定义 . 设 给 定 一 集 
合 必 , 在 其 内 考虑 元 迷 间 的 茶 些 关 系 , 并 设 卫 是 Mi 的 一 个 子 集 . 
对 于 M 的 一 个 可 容许 变换 4, 说 集合 了 是 对 称 的 或 不 变 的 , 若 变 
换 和 4 把 集合 卫 中 的 每 一 点 仍 变 为 了 的 点 ， 因 此 集合 基 的 把 P 
仍 变 到 自己 的 可 容许 变换 的 全 体 就 刻 划 了 集合 卫 的 对 称 。 我 们 
的 定义 完全 适用 于 在 空间 内 物体 对 称 的 概念 ， 把 整个 空间 看 做 信 
合 必 , 把 “运动 "看 做 是 可 容许 变换 ， 把 给 定 的 物体 看 做 了， 这样， 
使 卫 仍 回 到 自己 的 运动 的 全 体 就 刻 划 了 体 了 的 对 称 . 

从 前 讨论 过 的 空间 的 有 映射、 平移 称 绕 给 定 直线 的 旋转 是 运动 
的 一 些 特殊 情形 , 因为 在 这 些 变 澳 下 点 间 的 上 距离 显 然 是 不 变 的 . 更 
详细 的 研究 就 会 知道 ,平面 的 每 一 运动 或 是 平移 , 或 是 绕 中 心 的 放 
转 , 或 是 关于 直线 的 映射 , 或 是 关于 直线 的 映射 和 硕 着 这 条 直线 的 
平移 的 联合 。 相 仿 地 ， 空 间 的 每 一 运动 或 是 平移 ， 或 是 绕 轨 的 旋 
转 , 或 是 扭转 运动 ， 即 伴 有 着 沿 旋转 轴 平 移 的 绕 轴 旋转 ,或 是 关于 
平面 的 映射 ， 也 可 能 还 伴 有 一 个 沿 栈 射 平面 的 平移 或 是 一 个 绕 重 
直 于 该 平面 的 四 的 旋转 

空间 的 平移 .旋转 和 扭转 称 为 它 的 固有 运动 或 第 一 类 运动 .其 
他 的 “运动 ”包括 喘 射 在 内 ) 叫 做 非 轩 有 运动 或 第 二 类 运动 .在 平 
面 上 第 一 闫 运 动 是 平移 和 旋转 ， 而 关于 直线 的 肌 射 以 及 伴 有 旋转 
或 平 称 的 映射 被 认为 是 第 二 交 运 动 . 

容易 想象 ， 凡 第 一 类 运动 的 变换 可 以 看 做 是 空间 到 自身 的 或 
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平面 到 自身 的 连续 运动 的 第 黑 . 这 样 去 看 第 二 类 的 运动 是 不 可 能 
的 , 因为 作为 它们 的 组 成 部 分 的 映射 破坏 了 这 一 点 - 

常常 说 平面 在 自己 所 有 部 分 上 部 是 对 称 的 ， 或 是 说 平面 的 点 
虞 是 平等 的 ， 用 变换 这 个 精确 的 语言 来 说 明 这 断 语 ， 那 就 是 借助 
一 个 适当 挑选 的 “运动 "可 以 使 平面 任意 一 点 与 任意 另外 的 一 个 点 
相 重 人 台 . 

从 前 考察 过 的 一 些 物体 或 图 形 对 称 的 情形 也 是 包含 在 对 称 的 
一 般 定义 内 的 ， 例 如 , 关于 平面 a 对 称 的 物体 , 在 关于 平面 «的 喘 
射 下 是 回 到 自身 的 ， 关于 中 心 0 对称 的 物体 ， 在 关于 0 的 映射 下 
是 回 到 自身 的 ， 因 此 空间 的 使 一 物体 或 一 空间 图 象 各 已 年 合 的 
第 一 类 和 第 二 类 运动 的 全 体 ， 就 充分 刻 划 了 这 个 物体 或 空间 图 象 
对 称 性 的 程度 ， 上 面 揪 出 的 这 个 运动 的 集合 全 丰富 , 种 样 愈 多 , 则 
该 物体 或 图 象 对 称 性 的 程度 也 就 例 大 。 特别 是 ， 假 若 这 个 集合 除 
去 伍 等 变换 外 不 包括 任何 运动 ， 则 可 以 称 该 物体 或 图 象 为 不 对 称 
的 . 

使 平面 上 的 正方 形 仍 回 到 自身 约 乎 而 运动 的 全 体 刻 划 了 正方 
形 对 称 性 的 程度 。 但 若 正方 形 和 自己 重合 , 则 两 对 角 线 的 交点 也 
必然 要 和 自己 重合 ， 因 此 , 所 求 运动 使 正方 形 中 心 不 动 , 因而 或 是 
绕 中 心 的 旋转 , 或 者 关于 通过 中 心 的 直线 的 映射 。 由 图 7 容易 看 
到 ， 正 方形 4BCD 是 关于 绕 其 中 心 作 30” 依 数 角 的 施 转 对 称 的 ， 
对 于 关于 对 角 线 40，BD 和 直线 KI，MWN 的 映射 ， 它 也 是 对 称 
的 .这 八 个 运动 也 就 刻 划 着 正方 形 的 对 丈 . 





长 方形 的 对 称 的 集合 汕 绕 中 心 作 180* 的 旋转 和 关于 对 边 中 

点 这 线 的 腕 射 组 成 , 而 平行 四 边 形 (图 8) 对 称 的 集合 则 仅 由 绕 操 

心 作 180° 伴 数 角 的 旋转 组 成 , 即 直 关于 中 心 的 映射 和 恒 等 变换 组 

成. 

直面 我 们 引用 了 了 代数 里 的 对 称 的 例子 即 曾 指出 , 多 变数 多 项 
式 对 称 的 概念 是 有 意义 的 . 

现在 来 考察 如 何 刻 划 多 项 式 的 对 称 ， 我 们 说 , 在 多 项 式 

fr 2 DY 

本 los vo，…,o) 内 罕 成 了 未 知 星 的 一 个 加 摘 4 一 | we | 

和 VD Dh De 

攻 从 写成 4= (2 十指 在 这 个 多 项 式 内 也 有 的 地 方 部 


1， 22 

把 字母 zw 换 成 ,2 换 成 ze， 等 等 、 象 这 样 得 到 的 多 项 式 

用 P4 表示 ， 例 如 车 万 -对 22s 二 so 一 zs 4 则 
万 4 一 必 一 204 十 os 一 oa 

给 定 的 多 项 式 的 对 称 ， 是 由 下 面 那些 未 知 量 的 时 换 所 作成 的 

集合 米 刻 划 ， 当 在 多 项 式 上 完成 了 这 些 置换 ， 它 们 使 该 多 项 式 不 

变 。 例如 ， 示 顶 式 吉 十 25o 二 成 二 2 的 对 称 可 由 下 面 四 个 时 换 来 


1234\ /1284\ /1234\ /1234 
剂 划 : G2 a (人 人 ee \s4 a 而 才 关 未 反 二 


1234\ /1234 
ss 二 如 十 qa 的 对 称 仅 由 两 个 置换 来 鹿 划 : 6 48 - GB: 1 外 


83. 变 换 群 


变换 的 乘法 ”在 研究 变换 的 性 质 时 , 很 容易 发 现 , 某 些 变换 可 
由 另外 一 些 变换 组 成 。 例如 ， 螺 旋 运 动 由 绕 轴 的 旋转 及 延 轴 的 移 
动 组 成 。 这 个 由 给 定 的 变换 组 成 新 变 搁 的 过 程 岂 做 变换 的 乘法 . 
我 们 对 集合 型 的 一 个 任意 元 素 = 进行 变换 4, 然后 对 新 元 素 4 
运用 变换 B, 这 样 三 得 到 元 素 (z4) 避 。 把 xz 直接 变 到 (w4)B 的 从 
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换 称 为 变换 么 和 卫 的 乘积 ,用 4B 表示 。 因 此 , 按照 定义 , 有 
vw(AB) = (mA)B. 
例如 人 
2841/\8412 4128/" 
这 是 因为 第 一 个 置换 将 1 变 到 2, 第 二 个 置换 将 2 变 到 4 因 
而 它们 的 乘积 应 把 工 恋 到 4， 等 等 。 再 看 几 个 例子 。 


1234\/1334\- /1234\/1234\ /1284 
人 | -人 (人 3 外-( 2 人 
1284\/1234 1234 
(oe) (0 
1234\/1234\) /1234 
(Ge (os | ens). 

最 后 两 个 例子 说 明 , 变换 的 乘法 是 不 可 交换 运算 , 它 的 结果 和 
因子 的 顺序 有 关 。 对 于 平面 上 
运动 的 乘法 ， 这 样 事实 也 是 容 
易 肯 定 的 。 例如， 4 是 平面 上 
绕 原 点 作 90” 的 旋转 , 而 如是 
延 0w 轴 平 移 一 个 单位 长 . 

今 考察 ， 变 换 4B 和 BA 


把 原点 0 变 为 旷 个 点 ， 接 定 
义 , 有 (图 9) 





0(AB) =(04) B=-0B=- MH, 
O(BA) ~ (0B)A~MA~N, 
即 4B#BA. 
为 了 弄 清楚 变换 B4 的 几何 性 质 , 我 们 来 考察 点 卫 , 我 们 有 
. P(BA) ~ (PB) A—QA—P, 
即 点 卫 在 变换 4 下 停留 不 动 。 从 这 一 点 容易 判断 ，B4 就 是 平 
列 上 一 个 绕 点 卫 做 90° 的 旋转 类 似 地 
Q(A4B)— (QA)B-PB-Q, 
而 4B 是 平面 上 一 个 绕 点 @ 做 90” 的 旋转 
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平面 或 空间 中 运动 的 乘法 规则 ， 在 一 般 情形 是 相当 复杂 的 . 
但 在 两 种 重要 的 情形 下 , 乘法 的 规则 是 很 简单 的 ， 首 先 , 若 平面 上 
化 回 一 点 作 角 和 角 省 的 旋转 相 乘 ， 或 空间 内 绕 同 一 直线 作 朋 史 
和 角 由 的 旋转 相 乘 ， 则 其 结果 将 是 布 应 的 作 角 9 十 由 的 旋转 。 其 
次 , 着 两 个 顺序 被 向 量 下 太 和 HP 所 刻画 的 平移 相 乘 , 则 其 采 积 
仍 是 平移 , 它 由 向 量 形 总 即 最 初 的 那 两 个 向 量 之 和 ， 记 刻 
划 . 

变换 “乘法 ”这 个 名 词 本 身 意味 着 在 数 的 飞 法 和 变换 的 乘法 之 
间 有 某 种 类 似 , 但 是 这 种 类 似 并 不 是 完全 的 、 敬 如 说 , 对 数 的 科 法 
有 有 可 换 (交换 ) 律 .我 们 已 看 到 ,在 进行 变换 的 乘法 时 , 这 个 律 可 能 被 
破坏 ， 算 术 的 第 二 个 基本 律 一 一 乘法 的 结合 律 一 -对 于 变换 的 条 
法 完全 适合 , 即 对 集合 1 的 任意 三 个 次 换 4, B, 0, 都 有 4(BC) 
一 04B)O. 

事实 上 ,车 m 是 了 中 任意 元 率 , 则 

m[A(BO)] = (mA) (BO) =[(mA) BIO 
=[m(AB)]C~m[L(AB)O]. 
结合 律 容许 用 箭 积 4(BO) (4B)04BO 代替 变换 4,， B,C 的 
两 个 轨 积 4(BO) 及 (4B)C， 结 合 律 还 说 明 , 四 个 或 更 多 个 变换 的 
染 积 和 括号 的 分 布 无 关 . 

变换 中 有 一 个 变换 ， 它 相当 于 数 1， 就 是 僻 i 的 每 一 个 元 素 

不 动 的 恒 等 变 换 ， 或 称 单位 变换 脏 。 显而易见 45 一 4~4, 不 
, 论 4 是 什么 样 的 变换 . 

我 们 还 要 指出 下 面 重要 事实 ， 双 侧 单 值 变换 的 乘积 是 双 便 单 
值 的 。 事实 上 ， 为 了 在 集合 好 中 找到 一 元 素 使 它 在 变换 4B 
之 下 的 对 象 恰 是 绘 定 的 元 素 6, 只 须 先 找 到 -- 个 梓 变 换 B 变 为 元 
素 4 的 元 素 m， 然 后 再 找到 一 个 被 变换 4 变 为 元 素 四 的 元 索 2 
因为 mm(4B) = (ws4)B~z44=a, 放 om 就 是 想 找 的 元 素 x 

变换 4 及 其 道 变 痪 4 的 乘积 是 单位 变换 , 即 

Ad-1= A-:A= bE. 
这 个 直接 直道 变换 的 定义 得 出 。 
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上 面 考虑 的 平面 的 平移 和 旋转 相 乘 的 蚀 子 说 明 ， 从 乘积 中 因 
子 的 性 质 ， 未 必 总 能 看 出 变换 乘积 的 性 质 。 但 是 形 如 OB-+4B 
的 变换 乘积 是 一 个 重要 的 例外 .CO 的 性 质 在 这 里 非常 简单 的 和 
44 如 的 狂 质 相 联 系 荐 ， 即 , 若 集合 Mt 中 的 元 素 m 被 变换 4 变 为 
元 素 n% 则 被 变换 "移动 ?了 的 mB 元 来 被 变换 C 变 为 被 “移动 ” 
了 的 元 素 nB. 

证 明 ，(mB)B-148B=~m4B-nB. 

变换 如 +4B 称 为 用 B 去 改变 4 的 方法 由 4 得 来 的 ,或 称 为 
借助 于 8 与 4 相 共 辆 的 变换 . 
规则 ， 为 了 找 对 改变 了 的 运 
动 C= 广 :Po 而 言 点 的 开 
始 位 置 和 最 终 位 置 的 对偶， 
应 当 利用 刻 去 移动 对 变换 
了 Po 而 言 的 点 的 相应 对 偶 . 因 
为 点 O 在 旋转 Po 下 是 和 自 
已 成 对 的 《图 10), 故 点 OF 
对 于 变换 O 是 和 自己 成 对 We 
的 ， 还 有 , 假若 点 ML 被 变换 i 
三 变 为 点 1， 则 被 移动 了 的 点 入 将 被 变换 O 变 为 点 NV， 因 
此 从 图 10 可 看 到 , 变换 O 是 绕 点 OF 作 与 旋转 Po 相同 角度 9 的 
旋转 ， 

可 以 类 似 证 明 , 假若 借助 于 作 角 9 的 旋转 Po 去 改变 平面 上 的 
平移 , 而 后 者 是 用 向 量 政 芝 来 刻 划 的 , 则 仍 将 得 到 平面 上 的 平移 ， 
而 它 是 被 已 旋转 过 的 向 量 来 刻 划 的 . 

即使 在 变换 是 由 表 给 出 的 情形 ,上 面 所 说 求 变换 B-+4 的 法 
则 ,也 能 非常 漂亮 地 叙述 出 来 . 令 
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此 时 有 
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pp- 人 2 让 DE 全 a bh) 
笠 沸 es wei) bi ba---bs bo, bobo, st” 
即 ， 为 了 利用 辕 换 B 来 改变 置换 4, 只 需 把 置换 和 4 的 上 列 和 下 列 
中 的 数字 用 置换 8 所 决定 的 变换 作用 --- 下 ， 例 如 , 若 
12845 12345 
- (85412) 2- (33104), 
sn- (Wamp) (0184) (1 3 
\3B5B4B1B2B/ \14825/ \31254 

在 这 里 提 一 下 ， 虽 然 在 一 般 情 形 下 两 个 变换 的 嫌 积 和 它们 的 
顺序 有 关 , 但 在 个 别 的 情况 ,条 积 4B 和 B4 是 可 能 相同 的 ， 此 时 
变换 4 各 称 为 可 换 位 的 或 可 搁 的 ， 著 48 一 BA4， 则 

B14B~B-1BA=4. 
因此 ,用 一 个 与 给 定 置换 可 换 的 置换 去 改变 它 , 将 不 影响 这 个 给 定 
的 置换 - 

变换 用” 能 蓝 划 某 一 形体 的 对 称 的 所 有 变换 所 组 成 的 集合 并 
不 是 随意 的 , 这 样 的 集合 显然 具有 下 列 性 质 : 

1， 集 合 中 任 两 变换 的 乘积 仍 属于 这 个 集合 ; 

2， 恒 等 变换 属于 这 样 的 集合 ; 

3. 若 一 变换 属于 这 样 的 集合 , 则 其 地 变换 也 属于 该 你 合 . 

这 些 性 质 对 于 研究 变换 是 非常 重要 的 .由 一 集合 做 的 双 侧 
单 值 变换 所 组 成 的 旦 具有 上 面 列举 的 三 个 性 质 的 集合 叫做 集合 
寻 的 变换 群 ,不论 这 个 变换 的 集合 是 否 刻 划 某 一 形体 的 对 称 . 

从 代数 学 的 观点 来 外 ， 性 质 1 一 8 是 很 基本 的 , 因为 它们 使 得 
人 们 能 够 由 给 定 的 集合 中 的 一 些 变换 4, 了 ,0, … 组 成 各 种 各 样 
形状 如 4B40,， 4-1B0B: 等 的 新 变换 ， 并且 性 质 1 一 3 保证 了 这 
样 得 到 的 所 有 变换 , 都 不 出 给 定 的 变换 集合 的 圈子 . 

一 个 群 所 含 变换 的 数目 称 之 为 群 的 元 素 ， 元 素 可 能 是 有 限 的 
或 无 限 的 。 和 这 个 相应 的 ， 群 分 成 有 有 眼 的 无 限 的 . 上 面 曾 讨论 过 
平面 上 正方 形 的 对 称 群 , 这 个 群 包含 八 个 交换 ; 另 一 方面 , 平面 上 

ad。 


则 


点 .由 所 纽 成 的 无 限 集 合 , 如 图 二 所 示 , 被 下 列 平面 上 的 运动 变 为 
自身 : 顺 着 04 轴 向 左 或 向 右 移动 04 长 的 信 数 ; 关于 由 线 的 反射 ; 
关于 04 辆 的 反射 ， 由 此 可 见 , 这 个 形体 的 对 称 群 是 无 限 的 。 


7 
. 





Se 


名 
图 革 

保持 某 一 物体 , 也 就 是 说 , 刻 划 它 的 对 称 的 变换 的 全 体 永远 是 
一 个 群 ， 用 对 称 群 的 形式 来 给 出 群 的 这 个 方法 是 非常 重要 的 方法 
之 一 。 按 着 这 个 原则 可 得 到 最 重要 的 群 。 它 们 中 首先 要 举 出 的 是 
平面 和 空间 的 运动 群 ， 正 多 面体 的 对 称 群 也 很 值得 重视 ， 如 众 记 
周知 的 , 任 空 间 中 仅 有 五 种 正 几 面体 (4, 6, 8,12 和 20 面体 ). 任 取 
正 多 面体 中 的 一 个 并 考察 把 它 仿 变 回 自身 的 所 有 空间 运动 ， 我 们 
就 得 到 群 ~ 一 这 个 多 面体 的 对 称 群 ， 假 若 代 奉 所 有 的 运动 只 考察 
把 多 面体 变 回 自身 的 第 一 类 运动 , 则 所 得 到 的 还 是 一 个 群 , 这 个 群 
是 整个 的 多 面体 对 称 群 的 一 部 分 , 称 此 群 为 多 面体 的 旋转 群 。 因 
为 当 多 面体 和 自身 相 重 合 时 , 其 中 心 也 必 和 自 己 相 重 合 , 所 以 所 有 
属于 多 面体 对 称 群 的 运动 都 使 多 面体 的 中 心 保持 不 动 ， 因 此 它们 
只 能 或 者 趾 绕 通过 中 心 的 轴 的 旋转 ， 或 者 是 关于 通过 中 心 的 下 曾 
的 映射 ,或 者 , 景 后 一 种 可 能 , 是 伴 有 绕 轴 旋转 的 关于 上 述 那 样 平 
面 的 映射 ,而 这 里 的 旋转 轴 是 通过 中 心 且 垂直 于 这 些 平面， 

利用 这 些 事实 ， 容 易 找 到 所 有 正 多 面体 的 对 称 群 和 旋转 群 . 
在 麦 了 中 示 出 正 多 面体 的 对 称 群 和 旋转 群 的 元 数 。 所 有 这 些 群 部 
是 有 限 的 . 

置换 群 。 存 数学 里 ， 历 史上 第 一 个 说 研究 的 变换 群 是 nn 元 多 
项 式 中 变量 m4, zs，…， zn 的 置换 烙 、 这 样 群 的 妍 讨 各 高 阶 方程 式 
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面 数 
对 称 群 的 元 数 
旋转 群 的 元 数 














的 解 可 否 用 根 式 来 表示 的 问题 紧密 联系 着 , 显然 , 具 下 面 性 质 的 某 
些 变量 的 置换 的 全 体 作成 一 群 ， 它 们 使 含 这些 变 基 的 一 个 或 儿 个 
多 项 式 的 值 不 变 ， 在 变 最 的 所 有 置换 下 都 不 改变 的 多 项 式 叫做 对 
称 多 项 式 ， 例 如 ,zi 二 za 一 …+zm 是 对 称 多 项 式 、 相应 地 ， 某 一 
给 定 的 变节 集合 的 所 有 置换 的 全 体 称 为 这 个 集合 的 对 称 置换 群 . 
被 探 丑 的 变 遇 的 数目 称 为 对 称 群 的 阶 ， 代 替 变 最 zt ma，… 
mm 的 置换 ， 可 以 考察 数字 1，2，…, n 的 置换 由 于 数字 的 每 ~… 置 


执 都 写成 (1 ” ) 的 样子， 其 中 au co …, qs 是 数字 1 2， 
aa ee tn 
…, n 按 菜 种 顺序 写 碾 的 , 故 记 有 锋 换 的 总 数 等 于 个 元 素 的 排列 
总 数 ， 即 对 称 铬 的 元 数 等 于 na! 一 1.2.3-…n， 这 个 元 数 是 随 着 的 
增 类 押 志 速 增长 的 , 当 一 10 时 ,对 称 料 的 元 数 为 3628500。 

我 们 考虑 多 项 式 

下 (zi Zn) = (ta— £1) (za 一 2 (re — 1) (za 一 2o)… 

(和 一 22) 一 2 OD 

时 然 ， 每 一 个 办 换 或 者 不 改变 多 项 式 玉 的 值 ,起 者 仅 改变 下 的 符 
号 ,第 一 种 置换 叫做 偶 团 换 ， 改变 了 符号 的 置换 叫 奇 轩 换 ， 全 体 
个 置换 的 集合 组 成 多 项 式 (1D 的 对 称 医 , 称 这 个 群 为 交代 置换 笠 . 

任意 两 个 偶 置 执 的 乘 入 是 个 交换 ， 因 此 全 体 偶 吐 换 组 成 人 
两 个 奇 加 换 的 乘积 是 个 加 换 . 

事实 上 ,如 果 4, B 是 两 个 奇 置换 , 则 

PAB~ (FA)B-(-F)B=—(~m-P. 

同样 方法 可 以 证 明 ， 偶 置换 与 奇 置换 的 驼 积 是 奇 枉 换 ， 介 轩 

换 的 逆 或 者 奇 置换 的 和 与 本 身 有 同样 奇 四 性 。 
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和 ), 可 以 作为 和 


仅 交 换 元 素 寺 和 2 位 时 的 吾 妆 人 ( 


换 的 例子 . 

置换 分 解 成 笃 回 的 乘积 ”在 研究 置换 群 时 ， 将 置换 表 成 所 谓 
循 回 的 滋 积 有 着 巨大 的 意义 .首先 , 定义 符号 (ma， ma,…, me) 为 
这 样 的 辕 换 ， 它 把 mz 变 到 ms, 把 ma 变 到 ms,…, 把 mx-: 变 到 
mz, 最后， 又 把 ma 变 到 mms， 而 所 讨论 集合 中 所 有 其 余 的 元 素 均 
不 变 . 例如, 如果 讨 论 数 字 1, 2, 3, 4, 5 的 置换 , 那么 

/12345 12845 

0 2 8, 4 Sal 345 了 Bd 5-(} 254 a 
置换 Cm ma …， pi) 骨 做 长 为 大 的 循 加 ;mea， 92，…， Tw 则 做 
循 回 的 元 素 ， 单 位 置换 约定 写成 长 为 的 循 加 人) = (2) 一 … 的 形 
式 、 长 为 2 的 攒 同 叫做 一 个 对 换 , 在 循 回 中 循环 推移 循 回 的 元 未 ， 
我 们 仍 得 到 循 回 本 身 ， 例如 (1, 2, 3) 一 (2, 3, 1)= (3, 1, 2); 
(5, 6) = (6, 5). 

容易 验证 , 没有 共同 元 素 的 两 个 循 回 , 例如 (2, 3), (1, 4, 中 
是 可 换 的 置换 。 因 此 , 在 这 样 的 循 回 相 回 时 , 可 以 不 考虑 乘积 中 因 
子 的 顺序 . 

在 一 般 理论 中 ， 循 加 的 意义 基于 下 面 的 定理 ， 每 一 个 置换 可 
以 表 成 兆 共 同 元 素 的 循 回 的 乘积 , 而 且 除 因子 顺序 外 , 表 法 是 唯一 
的 . 

定理 的 证 明 由 下 面 的 表示 法 直接 可 以 看 出 。 假 定 我 们 希望 分 


i123456 
解 时 的 4 > } 我 们 看 到 , 和 4 把 1 变 到 4, 4 变 到 





456321 
3, 8 变 到 6, 6 变 到 1 这样， 我 们 便 得 到 了 要 表 成 的 乘积 的 第 一 
个 因子 (i, 4, 3, 6)， 还 余下 两 个 数目 , 我 们 看 到 ,4 把 2 变 到 5， 
5 灾 到 2， 因 此， 第 二 个 因子 是 人 ,5)。 由 于 所 有 元 素 都 被 讨论 到 
了 , 故 

6 23456 


a 4, 3, 6) (2, 5). (2 
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将 置换 分 甫 为 有 共同 元 素 的 循 回 的 乘积 也 是 可 能 的 ， 但 这 样 
的 分 解 不 是 唯一 的 ， 鲁 如， 
(@1, ta, **%, qn) 一 (aa aa) (1, 03) (qs, cm) 
一 (ez ma) (qa, 90) (qa, oo) (ca m). (3) 
我 们 米 证 明 , 每 一 个 长 为 2 的 循 回 是 奇 置 换 ， 我 们 已 经 知道 ， 
对 于 (4 习 的 循 回 是 正确 的 .但 任 一 循 加 Gi, 站 等 于 S71(1,2)5, 


开关 am 
此 处 是 把 1 变 到 名 2 变 到 了 的 任意 时 的 ( ) 因为 


(1 驴 是 为 到 换 ， 而 如 与 8 的 阁 偶 性 相同 ， 故 3S 工 (2)3 尾 奇 
置换 . 

按照 公式 (9)， 长 为 四 二 的 循 回 可 以 表 成 咱 个 尊 置 换 的 乘 
积 。 因 之 , 如 果 吧 二 1 是 奇数 ， 负 长 为 m+1 的 循 回 是 偶 置换 ， 如 
黑 m+1 是 偶数 , 则 长 为 m 十 1 的 循 回 是 奇 野 换 ， 这 样 , 如 果 置 换 
分 解 成 循 回 的 乘积 是 已 知 的 , 那么 , 便 可 以 很 快 的 计算 出 这 个 置 徐 


的 奇偶 性 ， 例 如 ， 于 扫 2 5 8 3 2) 基于 扫 , 因为 技 扫 G), 它 


456821 
是 两 个 偶 置 换 的 乘积 . 

子 群 车 群 的 一 部 分 也 作成 群 , 则 称 之 为 原来 群 的 一 个 子 惧 , 
这 样 , 变量 zs,…, so 的 置换 的 交代 群 是 这 些 变量 的 般 换 的 对 
称 群 的 一 个 子 群 。 平面 的 固有 运动 的 全 体 组 成 一 个 群 ， 这 个 群 是 
平面 的 网 有 运动 与 非 国有 运动 的 全 体 所 组 成 的 群 的 一 个 子 群 . 

从 纯 形式 的 观点 夏 来 ,单位 ( 恒 等 ) 变换 本 身 也 组 成 一 个 千 群 . 
同样 , 任意 群 本 身 也 可 视 为 它 自 己 的 子 群 ， 然 而 , 除了 这 两 个 当然 
的 子 群 以 外 ,几乎 每 一 个 群 均 含有 好 多 子 群 、 知道 群 的 所 有 子 群 
的 意义 在 于 它 给 出 关于 己 知 群 内 部 结构 的 足够 完备 的 表示 . 

构成 子 群 的 一 个 相当 广泛 的 方法 ， 是 指出 所 谓 子 群 的 生成 元 
的 方法 . 

设 44，4,, …，4。 是 属于 群 G 的 菜 些 变换 。 作 这 些 变 换 以 
及 其 进 的 一 切 可 能 乘积 的 集合 五 , 则 吾 是 一 个 群 。 事 实 上 ,单位 
变换 属于 互 , 因 其 可 卖 成 41411 的 有 形式. 其次， 如 果 B, 0 可 志 


成 上 述 称 屯 的 形式 ， 那 未 BC 岂 能 吉成 上 述 采 积 ， 故 局 于 万 .最 
后 , 如 果 寻 能 表 成 上 述 乘积 , 例 迎 ,B 一 47+4s 4;h1 hz1, 则 B77? 也 
能 表 成 所 要 求 于 积 的 形式 , 即 B+ 一 4s4i1471 A451 41. 

群 召 昆 然 是 妖 G 的 子 群 , 称 之 为 由 4 …，4e 生成 的 子 群 ， 
而 变换 di，4a,，…，4w 本 身 , 叫做 子 群 豆 的 生成 元 。 及 与 人 @ 可 
能 重合 , 这 时 , 称 44,，4s, …，4m 为 群 全 木 身 的 生成 元 ， 不 难 由 
例子 看 出 , 同一 子 妖 可 以 有 不 问 的 生成 元 组 . 

由 一 个 变换 4 生成 的 子 群 吗 做 循环 群 , 它 的 元 夹 是 变换 

BE,d, A4, AA4, +*, A-1, A-1A™1, A-1A-1A-1, 

很 自然 的 称 其 为 变换 4 的 方 宕 , 即 

BoA’, 4 一 本 44 一 4 2-14- 一 42 .4444 一 





草本 gd. 
和 在 普通 算 休 中 一 样 ,容易 证 明 
nm4nr= hnte 以 及 (dm)n 一 4 人) 
变换 说 是 循环 的 ， 如 果 它 的 某 个 方 敌 等 于 便 等 变换 ， 使 征 环 
变换 成 为 恒 等 变 换 的 最 小 正 指数 叫 仇 变换 的 阶 数 (或 周期 )、 我 们 
约定 非 循环 变换 的 价 数 是 无 限 的 - 
300° 


我 们 来 讨论 儿 个 例子 . 设 丰 是 平面 绕 O 点 所 作 一 ~ 的 放 


转 , 此 处 是 大 于 1 的 下 整数， 于 是 凡是 旋转 2 2360 入 的 旋转 ; 
如 是 旋转 8 209 的 尖 转 ; 4 是 旋转 多 一 390- 角 的 旋转 ; 
而 如 是 作 360" 的 话 转 ， 邯 枉 等 变换 ， 这 就 表明 平面 绕 0 点 押 作 
2 的 旅 转 是 n 阶 循环 变换 ， 

设 4 是 平 而 延 某 个 直线 所 作 的 平移 ， 于 是 da，4a … 也 是 
丙 下 同一 直线 的 平移 ， 但 移动 的 距离 分 别 是 原 米 所 移动 的 踊 痪 的 
二 售 .三代 等 等。 因 之 ,4 的 任何 正方 湖 也 不 能 是 忆 等 变换 ， 即 4 
的 防 数 是 无 限 的 . 

元 索 4 所 生成 的 御 环 群 的 元 素 粮 
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4 (5) 

若 4 是 无 限 险 变 换 , 则 序列 (可 中 的 所 有 变换 都 是 互 异 的 ， 因 
之 , 这 个 特 环 群 是 元 恨 妖 事实 上 , 如 果 不 是 这 样 , 我 们 将 得 出 等 
式 下 一 淖 作 <D， 由 此 可 知 本 一 瑟 , 1 一 b>>0， 这 与 4 不 是 循环 
变换 矛盾 . 

现在 设 4 是 m 阶 循环 变换 , 于 是 

Am—B, Amtim A, Amt? = A3, Ami A-1, A A, 
… 即 序列 (5) 由 变换 吾 4，43,，…，A4"! 所 组 成 , 并且 这 加 个 变 
换 中 任意 两 个 都 不 彬 等 , 因为 , 如 果 有 坐 一 汪 (0<E<1<m)， 刚 将 
有 4 一 且 0<1 一 5<m, 这 与 和 4 的 阶 数 为 mm 矛盾， 因 之 , 阶 数 
为 中 的 循环 变换 所 生成 的 循环 群 , 由 m 个 不 同 的 变换 所 组 成 . 

所 有 元 素 彼 此 间 都 可 换 的 群 叫做 可 换 群 或 者 阿 中 尔 群 ， 是 以 
挪威 数学 察 阿 贝尔 的 名 字 六 命名 的 ， 他 发 现 了 这 祥 的 群 对 于 方程 
论 的 重要 意义 . 

式 子 ( 约 表 明 , 同一 变换 的 方 睾 彼此 则 永远 是 可 换 的 : 4"4" 一 
44"-4"+。， 因 之 ,循环 子 群 但 为 阿 贝尔 群 . 

在 数 的 算术 中 , 除法 同 乘 法 起 着 重要 作用 ， 奔 群 论 中 , 由 于 条 
法 的 不 可 交换 性 , 必须 谈 到 丙种 除法 ， 左 除 利 右 除 ， 事 实 上 , 解 方 
程 4w~B, 此 处 4, 如 是 给 定 的 变换 , 而 是 要 求 的 变换 ， 自 然 地 
引出 用 4 除 如 的 左 商 ; 而 解 方程 94 一 BB, 引出 用 4 除 于 的 右 商 . 
在 第 一 个 等 式 中 ,两 端 同 用 4 左 乘 ， 而 在 第 二 个 等 式 中 ,两 端 同 
用 4-+ 右 绿 ， 我 们 得 到 “= 43, y 一 B43 基 此 , 可 以 拒 48 
或 者 B84 下 看 作为 变换 避 被 4 除 的 “ 商 ” 

从 很 多 例子 看 到 ,在 群 里 通常 4B*B4. “ 商 "(4B)(B4) 
或 者 (B4) (4B) 可 以 采取 作为 路 换 4 与 召 的 不 可 交换 性 的 
“测度 "。 上 面 第 二 个 才 示 式 (B84)-(4B) 一 4-1B-148 称 为 和 4 与 
吾 的 岳 位 予 ,并 且 用 符号 (4，B) 表 示 .， 由 式 子 

(4, B)=A-1B+AB 
可 以 看 出 ， 换 位 子 可 以 表 为 共 辐 变换 B 4B 被 第 一 个 灾 换 4 除 
的 "高 ”. 
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“We” 


例如 , 设 4 是 平面 的 平移 , 则 共 钳 变换 也 将 是 平移 ,而 两 个 平 
移 的 症 显 然 是 一 个 平移 。 因 之 ,平移 与 任意 变 亲 的 换 位 子 是 一 个 
平移 。 设 半 是 绕 某 个 定点 D 作 9w 角 的 旋转 ， 而 B 是 旋转 或 者 平 
移 ， 于 是 ， 共 因 变 换 仍 是 话 转 p 角 的 旋转 ， 然 而 是 绕 另 外 一 个 
点 0、 因 之 , 在 这 个 情形 , 换 位 子 (44, B) 是 绕 O 点 作 负 角 p 的 
旋转 与 绕 0' 点 作 正 角 wp 的 旋转 的 入 积 ， 由 图 12 可 以 看 出 , 最 
后 得 出 的 变换 是 沿 着 与 线 妥 D0" 成 (了 于 一 人 ) 角 的 直线 作 距 离 为 
2.00 sin 的 平移 。 

因此 ， 我 们 必须 注意 这 样 有 趣 的 事实 ， 平面 上 任意 丙 个 和 ;一 
类 运动 的 换 位 子 是 平移 或 全 等 
变换 ， 由 于 (4, B) = 如 表示 
4B 一 BA4， 故 在 平面 上 第 一 类 
运动 所 作成 的 任意 一 个 非 交 换 
群 均 含有 平移 , 

群 人 中 所 有 元 素 的 换 位 
子 生 成 的 子 群 叫 做 G 的 换 位 
群 ， 换 言 之 , 群 G 的 换 位 群 由 
一 切 可 表 成 换 位 子 乘 积 的 元 素 
所 组 成 ， 由 于 平面 上 任意 两 个 
第 一 类 运动 的 换 位 子 是 平移 , 
而 平移 的 乘积 仍 是 平移 ， 故 平 
囊 上 第 一 类 运动 群 的 换 位 群 仅 由 平移 所 组成 。 

阿 贝 条 群 的 换 位 群 仅 由 一 个 单位 变换 所 组 成 ， 因 为 自 2447 
B84 可 得 出 (4, B) 一 如 

设 G 是 数字 了 3,…, 3 的 所 有 置换 作成 的 对 称 群 。 我 们 来 
证 明 , 任意 两 个 墅 换 4, 的 换 位 子 永 远 是 但 置 换 ， 事实 上 , 恬 淆 
4AB, BA 因 之 (B84)-! 都 有 相间 的 奇偶 性 ， 于 是 ， 作 为 在 同一 柯 侦 
性 的 两 个 置换 <B4)"，《4B) 的 各 (4， Rk 换 . 
容易 证 明 , 它 与 交 











代 群 重合 

群 G 的 痪 位 群 也 叫做 6 的 导出 群 , 用 符号 9' 表示 。 G' 的 的 
位 群 叫做 @G 的 二 次 换 位 群 ， 用 符号 G" 表示 。 把 这 个 过 程 重 复 下 
去 ,我 们 得 到 人 的 任意 次 换 位 铬 ， 

G 的 各 次 换 位 群 中 ， 如 果 有 一 个 仅 由 单位 变换 所 组 成 (于 是 ， 
这 个 换 位 群 后 面 的 各 次 换 位 群 均 由 单位 变换 组 太 )， 那 么 ,就 说 9 
是 可 解 群 ， 这 个 名 称 起 源 于 方程 沦 ， 在 这 里 可 和 解 群 与 方程 可 用 要 
号 解 相对 应 ， 平 面 上 第 一 类 运动 群 是 可 解 群 , 因 其 第 二 次 换 位 群 
等 于 单位 元 ， 二 次 .三 次 .四 次 对 称 群 也 是 可 解 群 ， 因 为 它们 的 一 
次 .二 次 .三 次 换 位 群 分 别 等 于 单位 元 ， 然而 ,五 次 以 及 五 次 以 上 
对 称 群 不 是 可 解 税 ,因为 可 以 证 明 , 它们 的 二 次 换 位 群 与 一 次 换 位 
群 重 名 , 而 一 次 执 位 群 是 不 等 于 单位 元 的 。 


84. 费 得 洛 夫 群 


有 限 平面 形 的 对 称 登 ”就 像 已 经 说 过 的 一 样 ， 形 或 体 的 对 称 
性 可 由 平面 或 空间 中 使 形体 仍 和 言 已 重合 的 运动 糙米 刻 划 . 

洗面 上 有 限 形 2 的 对 称 群 是 最 容易 被 找到 的 。 事实 上 ， 设 给 
出 平面 上 任 一 有 限 形 ， 并 设 此 形 经 某 一 运动 熏 后 和 自己 重合 ， 此 
时 形 之 重心 0 经 运动 4 必 仍 利 自己 重 人 台 ， 即 4 或 是 绕 O 点 的 旋 
转 或 是 关于 过 0 点 直线 的 翻 补 这 祥 , 任意 有 限 平面 形 的 对 称 群 
仅 出 绕 它 的 下 心 的 旋转 及 关于 过 重心 的 直线 的 翻 神 组 成 . 

我 们 将 顺序 考察 在 研究 有 限 形 的 对 称 群 时 可 能 出 现 的 不 同情 
形 . 

1. 仅 由 单位 (人 恒 等 ) 变 澳 所 组 成 的 对 称 群 芭 1， 这 是 任意 非 对 

称 形 (图 18) 的 对 称 群 . 

2 由 单位 变换 及 关于 某 一 直线 的 嘛 组 成 的 对 称 群 (图 
14). 

今 指 出 ， 邯 得 玉 含有 关于 过 0 点 及 夹 角 为 a 的 此 直线 的 德 
有 没 性 了 解 为 : 整个 图 形 位 于 平面 中 有 限 部 分 , 例 旭 询 在 某 个 加 内 。 


2 


a 


图 了 3 图 14 


裙 , 则 此 两 翻 祖 的 积 是 绕 O 点 作 2g 角 的 旋转 (图 15)。 由 之 可 见 ， 
群 玉 * 是 唯一 不 会 旋转 的 对 称 群 . 

83. 只 由 一 些 旋转 组 成 的 对 称 
群 ,但 其 中 不 含 作 任意 小 角 的 旋转 . 
在 此 种 情况 ， 在 及 的 旋转 可 找到 
一 个 作 最 小 正 角 的 旋转 ， 设 此 角 为 
9， 今 证 ， 群 中 的 施 转 所 作 之 旋转 
角 必 是 oo 之 倍 角 ， 设 和 为 某 旋 转 
的 角 的 皮 数 ， 可 找到 一 整数 久 使 全 切 
heh+1)o, 由 之 0 县 一 har?<o9， 群 及 含有 中 及 所 
之 旋转 ,也 必 含 有 印 一 joy 之 旋转 . 但 0< 忆 一 he?<an, 而 群 不 包 
含有 小 于 o 的 正 旋转 ，、 因 此 如 一 ha* 一 0, 即 记 一 io 特别 是 ， 
由 于 群 下 s 包含 360° 的 旋转 ， 则 有 一 整数 岂 使 po 一 360"， 由 之 
9 .360” 

人 





-3 

这 样 , 群 玉 由 作 0，360”，2 83890”，.…，(n 一 1) 一 的 放 
转 组 成 。 给 ?以 值 2 3 4 …, 我 们 得 到 群 的 所 有 类型 ， 在 
图 16 中 给 出 的 图 形 ， 它 们 的 对 称 寻 是 仅 由 所 有 绕 0 点 作 290-， 
n 一 19, n=8 的 信 角 的 旋转 组 成 
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4 只 由 一 些 旋转 组 成 的 对 称 群 不 s, 得 它 含有 可 任 次 小 的 旋 
转 ， 此 时 转 任意 角 a 之 旋 


转 可 由 属于 群 刁 * 的 旋转 
风 以 任意 精确 度 作出 ， 在 这 
里 我 们 有 兴趣 的 当然 仅 是 
闭 形 , 即 含 所 有 界 点 (参看 


第 十 七 理 $ 9) 的 图 形 。 容 
易 斯 定 ， 对 于 闭 形 4 包 
合作 任意 角 的 旋转 。 这 是 右 向 加 对 称 的 情形 , 附 有 转向 的 图 和 环 
国 等 等 可 作为 它 的 例子 (图 17)。 这 里 在 所 有 的 容许 变换 下 应 当 
重合 的 不 公 是 图 形 本 身 还 有 转向 ， 这 就 排除 本 关于 直线 的 鳃 
神 
剩 下 来 要 考察 的 是 混合 的 情形 , 当 对 称 群 大 又 会 话 转 又 合 关 
宰 。 我 们 矿 去 证 明 , 即使 正明 也 是 非常 简单 的 , 而 只 述 结果 ， 除 去 
群 到 一 到 4 只 存在 下 面 两 种 类 型. 
5. 由 呈 个 关于 过 O 点 的 直线 系 的 翻 独 ， 这 些 直线 分 平面 为 
2 个 等 角 ,及 旋转 红 成 的 对 称 群 下。 而 这 些 旋 续 为 作 380 之 入 
角 的 族 儿 ， 具 有 这 样 对 丈 的 图 形 有 , 例如 正 角形 (图 18)， 
6. 出 绕 0 点 所 有 旋转 及 关于 所 有 过 0 点 的 直线 的 翻 衫 组 成 
的 对 称 群 巨 。。 这 是 完全 加 对 苑 的 情形 ,无 向 向 上 无 向 加 环 可 作为 
它 的 例子 
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Ep 
NA 


无 限 形 的 对 称 群 ” 找 出 无 良 的 平面 图 形 的 所 有 可 能 的 对 称 群 
是 较 复 杂 的 问题 . 当然 在 实 
际 上 永远 不 会 给 出 全 部 无 昭 
平面 .但 是 平面 上 的 一 块 有 
时 被 非常 小 的 图 形 盖 满 ， 和 
它们 比较 起 来 这 一 决 就 象 是 
无 限 大 了 . 例如 , 锅 片 的 打 
磨 得 非常 光滑 的 平面 上 却 基 
被 很 小 的 、 在 显微镜 下 才 看 
得 清 的 花纹 所 布 满 ， 这 些 花 
纹 反 映 了 金属 内 部 的 结构 的 
均匀 性 质 、 

墙 和 布 上 的 由 重复 图 形 
作成 的 图 案 可 作为 另外 一 些 
例子 .从 古代 开始 一 直到 现 
在 这 种 图 案 的 艺术 一 一 装饰 
艺术 一 -在 很 多 民族 广泛 发 展 ,图 19 中 给 出 天 花 板 上 埃及 图 案 的 
式样 , 它 是 纪元 前 一 千 五 百年 左右 的 作品 . 

就 是 对 于 有 限 形 对 称 群 我 们 已 不 得 不 分 别 考察 情形 1,2, 3, 
5 及 情形 4, 6, 在 前 者 , 对称 群 不 含 作 任意 小 角 的 旋转 , 而 在 后 者 ， 
群 中 有 这 样 旋转 ， 当 研究 无 限 形 的 对 称 群 ,特别 是 在 空间 的 情形 ， 
这 种 把 离散 群 和 含有 任意 小 变换 的 群 分 别 讨论 的 作法 有 着 更 大 的 
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音义， 因此 我 们 在 一 开始 较 兢 切 地 给 出 这 两 者 之 问 的 界 跟 . 

平面 的 运动 群 被 称 作 是 离散 的 ， 著 对 平面 上 每 一 点 可 图 以 一 
个 图 ,使 得 群 中 每 一 运动 或 者 使 该 点 原 位 不 动 ,或 者 把 它 一 下 子 变 
出 图 外. 

和 上 面 一 样 , 可 以 找 出 所 有 离散 的 平 而 运动 群 。 所 有 这 些 群 
都 是 平面 图 形 的 对 称 群 , 此 处 很 自然 地 把 离散 的 对 称 群 分 为 三 类 ， 

工 在 平面 上 有 一 点 , 它 在 所 有 变换 下 不 动 。 这 种 类 型 的 群 包 
含 上 面 举 出 过 的 群 Ks,Ks, Ks 和 天 < 

开 ， 在 平面 上 不 存在 不 动 点 , 但 存在 一 直线 , 它 在 所 有 变换 下 
仍 和 自己 重合 ， 此 直线 称 为 群 的 轴 ， 具 有 这 种 类 型 的 对 称 群 的 装 
饰品 伸展 成 无 限 带 ( 镀 边 ) ， 这 样 的 群 一 共有 七 个 : 

由 一 此 平移 作成 的 对 称 群 1, 而 这 些 平移 所 移 动 的 距 商 
为 某 一 线段 4 的 倍数 . 

2， 出 群 L 添加 一 个 绕 群 轴 上 某 一 点 作 180° 角 的 旋转 所 得 
的 群 Ls 

3， 由 群 添加 一 个 关于 答 直 天 轴 的 直线 的 翻 宰 所 得 到 的 
群 L. 

4， 由 群 [添加 一 个 关于 群 轴 的 番 袜 所 得 到 的 群 4. 

5. 由 群 L 添加 一 个 变换 所 得 到 的 群 [6， 这 个 变换 是 关于 轴 


的 翻 技 和 作 距 离 于 的 平移 的 乘积 . 


6， 由 群 L 添加 一 个 关于 某 一 垂直 于 群 灿 的 直线 的 翻 福 所 得 
到 的 群 Fu. 

7.， 直 群 Zn 添加 一 个 关于 某 一 重 直 于 群 轴 的 直线 的 番 袖 所 得 
到 的 群 Zr. 

表 ? 给 出 对 应 于 每 一 群 五 一 六 的 “ 镶 边 "的 种 种 方案 . 

ITI， 在 平面 上 弃 不 存在 点 也 不 存在 直线 , 使 它们 在 所 有 的 变 
换 下 和 自身 重合 . 这 科 类 型 的 姓 被 称 为 平面 费 得 洛 夫 群 .它们 是 元 
康平 面 装饰 品 的 对 称 群 它们 共有 17 个 ， 其 中 5 个 仅 会 第 一 种 
运动 , 12 个 由 第 一 种 及 第 二 种 运动 组 成 . 


0276。 
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EE 让 六 汪 芝 访 秆 -以 
Ba 


在 类 8 中 给 出 对 应 于 17 个 平面 引得 洛 夫 群 的 装饰 品 图 样 , 并 
且 每 一 群 由 且 仅 由 具 焉 述 性 质 之 运动 组 成 ， 它 们 把 图 中 西 出 的 小 
旗 带 到 同一 图 中 任意 别 的 小 旗 上 去， 

值得 指出 的 是 ， 装 饰 师 实际 上 发 现 了 具有 所 有 可 能 对 称 群 的 
装饰 品 , 至 于 群 论 记 作 的 只 是 证 明 不 再 有 其 他 别 的 类 型 ， 

结 量 群 ”在 1890 年 著名 的 假 国 结晶 学 家 用 几何 学 家 哄 得 消 
夫 用 和 娩 论 的 方法 解决 了 结晶 学 的 基本 任务 之 一 ， 即 规则 的 空间 点 
系 的 分 类 问题 ， 这 是 第 一 次 直接 应 用 群 的 理论 去 解决 自然 科学 中 
重大 问题 , 这 对 群 论 的 发 展 起 了 重大 的 影响 . 

结 遇 体 具有 这 样 的 特点 ， 它 们 的 组 成 原子 在 空间 中 组 成 某 种 
意义 下 的 规则 体系 ， 我 们 考察 合体 系 中 的 点 仍 加 到 体系 中 点 的 空 
间 运 动 。 这 些 运动 组 成 群 , 而 该 汰 的 性 质 使 得 又 能 更 铺 确 的 的 述 
点 的 规则 体系 这 一 概念 

空间 的 点 系 称 作 是 规则 的 空间 点 系 , 车 
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1. 借助 于 使 体系 仍 和 自己 重合 的 运动 可 把 体系 中 任意 一 点 
带 到 它 的 任意 其 他 别 的 点 去 - 
29， 任 一 有 限 半 径 的 球 都 不 包含 体系 中 无 穷 多 个 点 . 


3， 存 在 一 正 数 ”” 凡是 有 半径 了 的 任意 球 都 必 至 少 包 含 体系 
中 的 一 个 点 。 


EL 


研究 结晶体 的 构造 问题 原来 是 和 规则 的 空间 点 系 分 类 紧 涛 联 
系 的 而 后 者 又 是 和 离散 的 空间 运动 群 的 分 类 相 联系 的 。 和 平面 
情况 相似 , 空间 的 运动 群 也 被 称 作 是 离散 的 , 若 对 每 一 点 4 可 作 
一 以 4 为 心 的 半径 为 菜 一 正 数 的 球 ， 使 甩 中 每 一 运动 或 使 点 4 
不 动 ,或 将 它 变 到 球 外 . 

可 以 证 明 ， 使 给 定 规则 空间 点 系 仍 和 本 身 重合 的 空间 运动 全 
体 必 是 离 数 群 , 并 且 从 体系 的 一 个 加 定点 出 发 ,利用 群 中 的 变换 来 
移动 它 可 得 到 体系 中 所 有 的 点 。 反 过 来 ， 若 已 知 某 一 离散 梧 如 ， 
则 在 窒 间 中 任 取 ~- 点， 利用 瑟 中 所 有 的 运动 来 推荐 此 点 ， 便 可 得 
一 个 点 系 , 它 具 有 性 质 1， 2， 用 加 上 不 复杂 的 补充 条 件 的 方法 ， 可 
以 从 离散 群 中 划分 出 具有 下 述 经 质 的 群 ， 它 们 对 适当 选 定 的 上 4 
给 出 真正 的 规则 空间 点 系 ， 即 具有 性质 1,2, 3, 的 点 系 ， 这 样 的 
离散 群 叫做 六 得 洛 夫 群 或 结 瞄 群 。， 从 已 说 过 的 可 看 出 , 找 出 筑 得 
洛 夫 群 是 研究 规则 的 空间 点 系 的 第 一 步 和 最 重要 的 一 步 .原来 ,对 
二 自然 科学 的 目的 而 言 ， 必 须要 考 崇 的 不 仅 是 由 固有 运动 组 成 的 
群 , 还 有 那些 又 会 固有 运动 又 含 非 图 有 运动 的 群 ( 亦 即 ， 包 含有 测 
初 ), 仅 由 固有 运动 组 成 的 次 得 洛 夫 群 的 个 数 大 大 地 少 于 由 周 有 运 
动 及 非 回 有 运动 组 成 的 咒 得 洛 夫 群 的 个 数 ， 仅 在 后 面 这 个 更 一 般 
的 情形 下 ， 得 到 的 规则 空间 点 系 的 全 体 才 真 正 地 穷尽 了 在 自然 界 
中 所 过 到 的 晶体 结构 的 全 部 丰富 的 内 容 . 

值得 指出 的 其, 和 上 面 提 到 的 平面 情形 不 同 , 只 有 群 论 才能 帮 
助 弄 消 这 些 非常 众多 的 可 能 情况 . 

利 半 划 情形 比较 , 空间 情形 之 复杂 性 可 由 下 表 看 出 : 





还 含有 第 二 种 运动 的 群 有 165 个 
总 共 280 个 . 
欲 详细 导出 并 列举 所 有 的 空间 响 得 洛 夫 群 ， 即 使 是 在 现在 也 
还 需要 几 十 页 的 自 记 来 氢 这 。 下 此 , 我 们 只 限于 介绍 这 些 数量 结 
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果 , 对 此 有 兴趣 的 读者 可 参阅 专门 的 文献 >. 

结晶 学 的 近代 发 展 使 得 进一步 发 展 对 称 的 概念 成 为 必要 ， 关 
于 这 方面 的 新 的 可 能 性 和 途径 在 结晶 学 家 每 布 尼 柯 夫 院 士 的 "有 
限 体 的 对 称 性 和 反对 称 性 ”( 苏 联 科学 院 出 版 ,1951) 一 书 中 已 指 
出 。 


85. 伽 罗 华 群 


前 几 页 所 令 述 的 结果 ， 为 群 论 在 解决 唱 体 分 类 问题 中 所 起 的 
作用 提供 了 一 些 概 念 。 然而 这 个 问题 并 不 是 促使 群 论 产生 的 原 
因 , 大 约 在 这 个 问题 产生 的 一 百年 以 前 , 拉 格 遍 日 已 经 注意 到 代数 
方程 根 的 对 称 性 质 与 用 根 号 解 方程 的 可 能 性 之 间 的 联系 ， 在 上 世 
纪 和 前 三 十 年 代 著名 数学 家 阿 贝尔 和 人 徊 罗 华 的 工作 中 ， 对 这 种 联系 
作 了 深入 的 研究 ， 致 使 关于 代数 方程 用 根 号 可 解 性 条 件 的 著名 问 
题 得 到 解决 ， 这 一 问题 的 解决 完全 依赖 于 对 置换 群 的 性 质 作 精细 
的 讨论 , 而 这 就 是 群 论 的 实际 起 源 . 

研究 代数 方程 的 性 质 与 群 的 性 质 之 间 的 联系 ， 已 成 为 现代 一 
门 巨大 理论 伽 罗 华 理论 的 对 象 . 

关于 这 一 问题 的 历史 和 伽 罗 华 理论 的 意义 , 已 在 第 四 章 ( 第 一 
卷 ) 中 侯 述 过 了 .不 过 , 因为 伽 罗 华 理论 在 群 论 的 发 展 中 起 着 决定 
性 的 作用 , 记 以 我 们 这 里 还 要 提 一 提 这 一 理论 的 基本 事实 , 不 过 在 
提 法 上 现在 采用 了 最 适宜 于 解释 群 论 的 形式 .这 些 事实 的 证 明 ， 
需要 用 到 许多 辅助 概念 , 因此 把 它们 路 去 . 

代数 方程 的 群 ” 设 给 了 一 个 m 次 方程 

on 二 mao 二 二 aa 一 0 (6) 





1; 在 卫 , 希 尔 伯 特 和 @，3. 立 黔 - 佛 新 所 著 “ 守 更 几 合 学 "( 莫 斯 科 -列宁 格 欧 ， 
1951) 一 书 中 ， 详 组 地 伺 述 了 如 何 导出 由 第 一 补 运动 组 成 的 平面 离散 群 。 关 于 空间 党 
晶 群 的 导出 ， 可 在 也. C. 费 得 放 夫 的 重要 著作 “规则 体系 的 对 称 ”( 赚 得 洛 夫 , 基本 论 
文 ,苏联 科学 院 出 版 ,1949) 中 及 B. 杰 龙 浊 ,了 . 巴 都 洛 夫 , A. 亚历山大 洛 尖 所 闭 “结局 
结构 分 村 的 数学 基础 "(莫斯科 - 列 守 格 圳 ,1934), 或 0. &. 法 哥 莫 洛 夫 所 著 “ 按 费 得 次 
夫 方 法 规则 体系 的 导出 "( 库 在 奇 出 版 ，1934) 等 书写 到 。 
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它 的 系数 看 作 是 给 定 的 数值 , 例如 是 一 些 复数 。 由 方程 系数 的 有 
限 次 加 、 碱 、 荫 、 除 运算 可 能 得 到 的 一 切 数 的 集合 , 称 为 方程 的 基本 
域 或 方程 的 有 理 域 . 

例如 , 若 方程 有 有 理 系数 , 那么 它 的 有 理 域 是 由 全 体 有 理 数 组 
成 的 ; 若 方程 是 za+ Zz+I1=-0， 那 么 它 的 有 理 城 由 一 切 下 述 形 
状 的 数组 成 ，a+BW 瑟 , 其 中 a, 5 是 有 理 数 ， 

今 以 名 …, 各 表示 给 定 方程 的 根 ， 由 这 些 根 实行 有 限 次 加 、 
减 . 乘 、 除 运算 可 以 得 到 的 一 切 数 的 集合 ， 称 为 方程 的 分 解 域 ， 例 
如 ,方程 om 二 1 一 0 的 分 解 域 是 有 有 理 系数 的 复数 十 到 组 成 的 集 
合 , 而 上 面 提 到 的 方程 中 +WZz 二 1=0 的 分 解 域 , 则 是 由 下 述 形 
式 的 数组 成 的 集合 , 4 十 如 +cV 豆 +6 VE， 其 中 必 及 c,d 是 有 
型 数 . 

根据 维 达 公 式 ， 方 程 的 系数 可 以 由 它 的 根 实行 加 冬运 算得 
到 ， 所 以 方程 的 分 解 域 永远 包含 它 的 基本 域 ， 有 时 这 两 个 域 是 下 
合 的 . 

分 解 域 到 它 自身 上 的 一 个 一 一 映 象 4， 叫 作 分 解 域 关于 基本 
域 的 一 个 自 同 构 , 假如 对 于 分 解 域 的 每 一 对 元 素 , 它们 的 和 映射 到 
利 , 积 肌 射 到 积 , 并 且 基本 域 的 每 一 元 素 贡 射 到 它 自身 。 上 面 所 涪 
的 性 质 可 以 写成 公式 

(at+b)A~aAd+dd, (ab)A=ad:bA, aA=a 
(a, bEK aEP), (7) 
这 里 a4 是 在 映 象 4 下 元 业 4 所 映射 到 的 元 之 , 卫 是 基本 域 , 瓦 
是 分 解 域 . 

按照 358 页 所 说 的 一 般 原则 ， 分 解 城关 于 基本 域 的 所 有 自 同 
构 的 集合 作成 一 个 群 ， 这 个 群 叫 作 给 定 方程 的 伽 罗 华 群 

为 了 给 出 关于 仙 罗 华 群 比较 具体 的 表示 法 , 首先 要 注意 , 仙 罗 
华 群 中 的 自 同 构 将 给 定 方程 的 根 仍然 映射 到 这 个 方 窒 的 根 ， 素 实 
上 ,如果 w 是 方程 (6) 的 一 个 根 , 那 末 对 方程 的 两 端 实行 自 间 构 4 
并 且 应 用 性 质 (7), 我 们 得 到 

(wsA)" tamA(rA) 十 … 十 aa 一 0.4 
“231. 


因为 94-0 ad 一 oo 所 以 有 
(24)" 十 ae4) 十 … 十 力 一 小 

而 这 就 是 所 要 证 明 的 . 因此 , 每 一 个 自 同 构 都 革 出 方 释 和 的 集合 的 
一 个 确定 的 去 换 。 另 一 方面, 知道 了 一 个 这 样 的 置 执 , 由 于 分 解 域 
的 所 有 元 素 都 可 由 根 经 过 算术 运算 得 出 来 ， 因 此 我 们 也 就 同时 知 
道 了 一 个 白 同 构 。 这 证 明了 , 为 了 讨论 自 同 构 群 , 可 以 讨论 与 它 相 
当 的 方程 根 的 置 搞 群 。 由 此 可 以 推出 ,所 有 伽 罗 华 群 都 是 有 限 群 

求 任意 方程 的 爷 罗 华 群 通常 是 一 个 复杂 的 问题 ， 只 有 在 个 别 
情况 下 , 全 罗 华 群 才 是 比较 容易 求 出 的 ， 例 如 系数 为 @1,，…, co 的 
方程 (6), 这 个 方程 的 有 理 域 是 由 系数 的 有 理 分 式 ( 即 分 子 和 分 性 
是 mm,…, on 的 多 项 式 的 分 式 ) 组 成 的 分解 域 是 由 方程 的 根 
纪 …， 如 的 有 理 分 式 组 成 的 , 这 里 根 与 系数 的 关系 有 公式 

+ 
aa 一 对 名 二 和 
(一 Do 一 6 人 

因为 方程 (6) 是 “一 般 的 ”所 以 我 们 可 以 把 它 的 根 看 作 独 立 的 恋 
量 。 了 于 是 这 些 根 的 所 有 置换 都 将 导出 分 解 域 的 自 同 构 。 公式 (8) 
表明 , 在任 一 这 样 的 自 同 构 之 下 ,系数 肤 射 到 自身 , 因而 同时 它们 
的 有 理 分 式 也 就 映射 到 自身 。 这 样 一 来 , 一 般 疾 次 方 释 的 咎 罗 华 
群 是 mw 个 文字 的 所 有 置换 的 对 称 群 

也 可 以 举 出 这 样 数值 系数 的 方程 , 它 的 伽 罗 华 群 是 对 称 群 . 例 
如 可 以 证 明 , 对 于 任意 的 nn 来 说 ,方程 


1_ oD ,1 nn) 1 






(8) 








1-2 1.3 .2-3 I.2.8 
DT (9) 
的 钾 罗 华 群 就 是 % 次 对 称 群 . 


一 般 已 经 知道 造 一 个 方 穆 使 它 以 预先 给 定 的 群 作为 伯 罗 华 群 
的 方法 ， 不 过 这 高 要 在 这 样 的 条 件 下 ,方程 的 系数 可 以 任意 选取 . 
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如 果 要 求 建立 的 方程 诈 有 理 系 数 的 话 ， 那 么 现在 只 知道 对 于 个 别 
类 型 前 群 的 造 法 ， 苏联 数学 家 未 法 列 维 奇 在 这 方面 获得 了 值得 称 
道 的 成 就 ， 他 得 到 建立 有 理 系数 方程 以 预先 给 定 的 可 解 群 为 侧 罗 
华 群 的 方法 。 但 是 对 于 一 般 情况 , 这 一 问题 仍 未 能 解决 . 

方程 月 根 号 的 可 解 性 由 定义 看 到 ， 方 程 的 伽 罗 华 群 约 划 出 
方程 根 的 内 在 对 称 性 。 可 以 证 明 , 所 有 最 重要 的 问题 , 如 判别 把 解 
给 定 方程 化 为 解 一 个 较 低 次 方程 的 可 能 性 以 及 许多 其 他 条 题 ， 都 
可 以 用 侧 罗 华 群 的 结构 问题 的 形式 叙述 出 来 ， 而 每 一 个 吨 次 方程 
的 铭 罗 华 群 都 是 某 一 次 署 换 群 ， 即 总 共有 有 限 个 对 象 ， 至 少 在 
更 论 上 , 它们 的 所 有 关系 都 可 以 用 试验 的 方法 找 出 来 . 

研究 伽 罗 华 群 是 解决 与 高 次 代数 方程 有 关 问 题 的 一 种 值得 重 
视 的 方法 ， 例 如 可 以 证 明 , 当 且 仅 当 合 罗 华 群 是 可 解 群 时 ,方程 可 
用 根 号 解 (可 解 群 的 定义 见 8 3，272 页 )。 以 前 曾经 指出 ,2，8,，4 
次 的 对 称 群 是 可 解 群 。 这 就 找到 了 2, 8, 4 次 方程 可 用 根 号 解 这 
个 一 般 事实 的 全 部 根据 ，5,， 6 等 次 的 “一 般 ” 方 程 的 包罗 华 群 是 对 
称 群 ,其 次 数 与 方程 的 次 数 相同 , 这 些 群 是 不 可 解 群 ， 所 以 推出 ， 
4 次 以 上 的 一 般 方 程 不 能 用 根 号 解 . 

至 于 不 能 用 根 号 解 的 数 信 方程 可 取 方 程 (9) (n> 旬 为 例 ,因为 
它 的 件 罗 华 群 也 是 对 称 群 。 


§6. 一 般 群 论 的 基本 概念 


在 十 九 世纪 , 群 论 主要 发 展 了 变换 群 的 理论 。 但 是 渐渐 地 完 
全 明白 了 , 那里 所 得 到 的 最 重要 的 结果 只 是 依赖 于 变换 可 以 相 义 ， 
及 依赖 于 这 个 运算 具有 一 系列 的 特性 。 另 一 方面 ， 可 以 找到 一 些 
事物 , 它们 并 不 是 变换 , 但 是 对 它们 却 可 以 实行 某 种 运算 (不 妨 称 
之 为 乘法 )， 这 个 运算 具有 同 变换 竹 的 乘法 一 样 的 性 质 ， 并 且 可 以 
证 明 , 变换 群 的 主要 定理 对 它们 来 说 也 都 成 立 ， 因此 近 一 百年 来 
群 的 概念 已 有 力 地 运用 到 任意 元 素 的 系统 上 面 ， 而 不 仅 是 变换 的 
系统 。 
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了 群 的 一 般 定义 ”目前 一 般 采用 的 群 的 定义 如 下 ， 设 任 一 集合 
名 的 每 一 对 按 一 定 顺 序 给 出 的 元 素 2, 3， 都 规定 了 这 个 集合 中 一 
个 确定 的 元 素 。 与 它们 对 应 。 这 时 我 们 说 ， 在 集合 G 上 给 定 了 一 
个 运算 。 通常 对 运算 我 们 采用 一 个 一 定 的 名 称 , 如 加 法 、 乘 法 、 结 
合法 等 ，G 中 与 元 素 a, 5 对 应 的 元 素 ， 在 这 种 情况 下 , 分 别称 
为 元 素 @, 5 的 和 ; a, 5 的 积 ; a, 5 结合 的 结果 ; 并 分 别 记 作 a 十 b 
65，asb，“ 加 法 ”或 “乘法 "这 各 名 称 可 以 用 于 与 数 的 普通 加 法 和 
慷 法 毫 不 相干 的 情况 . 
集合 G, 连同 定义 在 它 上 面 的 运算 *, 叫 作对 于 这 个 运算 来 
说 的 -- 个 群 , 假如 清 足 下 面 群 的 公理 
“1. 对 于 @ 的 任意 三 个 元 素 a, 5,c 来 说 ,有 
zw (Y*2) = (way)*z( 结 合 律 )。 
2. GG 的 元 素 中 有 一 个 元 素 。， 对 于 G 的 任何 元 素 wm 来 说 ,有 
DHEmEN 人 Lp, 
38， 对 了 G 的 任 一 元 素 5 来 说 ， 在 G 中 存在 一 个 元 素 go- 使 
得 
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lg=0. 
公理 2 提 到 的 元 素 。, 称 为 群 的 恒 等 元 ， 公 理 8 所 斯 言 存 在 
的 元 素 ao, 称 为 6 的 道 元 ， 如 果 群 的 运算 叫 作 加 法 或 滴 法 时 , 那 
么 恒 等 元 就 相应 地 叫 作 零 元 或 单位 元 ， 而 群 的 公理 就 有 下 面 的 形 
式 : 
DD) styta) -tt 1) sy) = (oy) 
2) z 十 0 一 0 十 z 一 2 2) ze 一 t2 一 o 
3) wt+(-o)=(-#)+o=0, 3) zz- 一 orz 一 < 
在 前 几 节 中 已 看 到 许多 群 的 例子 ， 这 些 群 的 元 素 是 变换 ， 群 
的 运算 是 变换 的 乘法 . 数 0， 土 1， 土 3,… 的 集合 对 于 加 法 运算 来 
说 也 是 一 个 群 ， 因 为 整数 的 和 仍 是 一 个 整数 ， 整 数 的 加 法 是 结合 
的 ， 整 数 堆 是 恒 等 元 ， 并 且 对 于 所 讨论 的 数 中 的 每 一 个 数 e， 一“ 
是 遵 元 。 田 一 个 群 的 例子 是 由 所 有 实数 ( 零 除外 ) 的 集合 对 于 禾 法 
所 构成 的 。 事实 上 , 两 个 非 堆 实数 的 积 仍 是 一 个 非 替 实数 , 实数 的 


283 。 


乘法 运算 是 结合 的 ， 有 恒 等 元 等 于 1 每 一 非 零 实数 6 有 倒数 
7! 一 十 ， 可 以 不 断 地 举 出 类 似 的 例子 


虽然 群 的 运算 可 以 有 不 同 的 名 称 ， 不 过 我 们 约定 以 后 几乎 永 
远 把 它 叫 作 乘 法 . 子 群 .和 群 的 元 素 的 窟 ， 循 回 群 ， 群 的 元 素 的 周期 
等 概念 ， 可 以 像 对 变换 群 一 样 来 定义 (参看 8$ 9), 我 们 不 再 重复 . 
这 里 要 指出 的 只 是 ，G 的 元 素 4 称 为 与 G 的 元 素 卫 共 轰 ， 假 如 在 
G 中 存在 一 个 元 素 mn， 使 得 5 一 ziaz。 因为 ge 一 aaa， 所 以 群 的 
每 一 元 素 都 与 它 自己 共 轰 ， 又 由 8 一 2 ez, 显然 推出 zbo 一 4 
或 4= (zc 这 就 是 说 , 如 果 元 素 & 与 忆 共 辑 ， 则 马 也 与 4 
共 绝 。 最 后 , 若 5 一 az 且 c=y 2339， 则 

oo lam ~ (my) a (ry). 
所 以 ， 若 两 个 元 素 分 别 与 间 一 第 三 元 素 共 力 ， 那 么 这 两 个 元 素 共 
斩 , 这 些 人 性 质证 明了 ,在 一 个 群 中 , 所 有 的 元 素 可 以 分 成 由 相互 闪 
殊 的 元 紊 组 成 的 类 ， 不 过 ， 若 是 群 可 澳 ， 即 对 于 任何 2 及 yy 有 
9 一 Vz, 那么 共 绒 的 元 素 是 相等 的 , 因此 上 述 的 每 一 共生 类 ,都 含 
且 只 会 一 个 元 素 . 

同 构 在 群 的 概念 中 可 以 分 为 两 个 方面 .为 了 给 出 一 个 豆 ， 
必需 :1) 指出 它 的 元 素 是 那些 事物 ，2) 指出 元 素 相 季 的 规则 . 依 
此 ， 研 究 群 的 性 质 可 以 在 两 个 不 同 的 观点 下 进行 ， 可 以 研究 群 的 
元 素 和 元 素 的 集合 的 各 种 性 质 同 它们 关于 群 的 运算 的 性 质 之 问 的 
联系 。 这 种 观点 常常 在 研究 各 个 具体 的 群 ， 例 如 ， 在 研究 空间 或 
平面 的 运动 群 的 时 候 被 采纳 、 另 外 , 也 可 以 研究 群 的 这 样 的 性 质 ， 
这 些 性 质 可 以 完全 由 群 的 运算 的 性 质 表 示 由 来 。 这 种 观点 说 明了 
抽象 群 论 或 一 般 群 论 的 特性 , 它 可 以 用 同 构 的 概念 说 明 得 更 清楚 ， 

称 两 个 群 是 同 构 的 ， 候 如 其 中 一 个 群 的 元 素 可 以 同 另 一 群 的 
元 素 对 应 起 来 ， 使 得 第 一 个 群 中 任何 元 素 的 积 对 应 到 第 二 个 群 中 
相应 元 素 的 积 。 两 个 群 之 同 具有 上 述 性 质 的 一 一 对 应 , 称 为 一 个 

容易 看 出 ,两 个 群 的 元 素 , 车 在 同 构 对 应 之 下 相互 对 应 着 , 则 
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对 于 群 的 运算 来 说 具有 相同 的 性 质 ， 例 如 , 在 同 构 对 应 下 , 一 个 群 
的 恒 等 元 、 互 着 的 元 素 .具有 给 定 周期 ”的 元 素 . 子 群 , 分别 对 应 到 
另 一 个 群 中 的 是 等 元 、 互 着 的 元 素 . 具 有 同一 周期 m 的 元 素 、 子 群 . 
所 以 ， 可 以 说 抽象 群 论 是 只 研究 群 的 那些 在 同 构 对 应 下 保持 不 变 
的 性 质 的 ， 例 如 , 按照 抽象 群 论 的 观点 , 四 个 元 素 的 所 有 转换 作成 
的 群 同 空间 把 一 个 周 定 的 正四 面体 变 为 自身 的 加 有 运动 和 非 固有 
运动 作成 的 群 具有 相同 的 性 质 , 因为 它们 臣 同 移 的 ， 事实 上 , 上 述 
的 运动 把 四 面体 的 四 个 顶点 仍然 变 为 它 的 顶点 ， 这 样 的 运动 的 个 
数 等 于 24， 对 每 一 个 运动 , 令 由 它 导 出 的 顶点 的 置换 与 之 对 应 , 我 
们 得 到 这 两 个 群 之 间 的 一 一 对 应 , 而 这 就 是 折 求 的 同 构 对 应 . 

对 数 的 理论 给 出 一 个 同 构 对 应 的 有 意义 的 例子 ， 对 于 每 一 正 
实数 , 令 这 个 数 的 对 数 与 之 对 应 , 我 们 得 到 正 实数 集 与 所 有 正 负 实 
数 的 集合 同 的 一 个 一 一 对 应 。 关系 式 log (zy) logz 十 logy 证 明 
这 样 建立 的 对 应 是 正 实数 集 对 条 法 作成 的 群 到 所 有 实数 对 加 法 作 
成 的 群 上 的 一 个 同 构 对 应 。 这 个 同 构 对 应 的 实际 重要 性 是 众 所 赂 
知 的 . 

元 数 不 同 的 有 限 群 可 以 作为 不 同 构 的 群 的 例子 . 

按照 上 面 所 说 的 , 抽象 群 由 它 的 元 素 的 乘法 规则 定义 , 所 以 与 
它 的 元 素 的 个 性 无 关 . 因此 ， 同 构 的 各 个 群 中 的 一 个 具体 给 定 的 
群 可 以 当 作 这 些 抽象 群 的 一 个 模型 . 

一 个 抽象 群 可 以 用 各 种 方式 给 出 , 其 中 最 自然 的 , 至 少 对 有 限 
群 来 说 , 是 用 “乘法 表 " 来 给 出 - 

对 于 元 数 为 m 的 群 来 说 ， 把 它 的 元 素 按照 任意 的 顺序 写 好 ， 
那么 它 的 老 法 表 是 由 分 成 mw 行 mn 列 的 一 些 方 格 构成 的 ， 位 于 第 名 
行 第 1 列 的 格子 里 的 元 素 是 第 5 个 元 素 与 第 了 个 元 素 的 积 ， 有 限 
群 的 隧 法 表 也 有 了 时 岂 作 它 的 凯利 表 . 

但 是 由 于 过 分 繁琐 ， 利 用 有 箭 法 胡来 实际 地 给 出 群 几乎 是 不 被 
采用 的 . 

还 有 其 他 的 方法 来 给 出 抽象 群 . 我们 常用 的 一 种 是 , 利用 生成 
元 素 组 及 定义 关系 式 来 给 出 群 . 但 是 抽象 群 常常 是 由 给 出 一 个 与 
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它 同 构 的 其 体 群 , 特 济 是 变 欣 群 , 确定 出 来 . 

自然 会 发 生 这 样 的 问题 ， 是 否 任 一 抽象 群 都 可 以 看 作 一 个 变 
换 群 。 下 面 的 定 更 回答 了 这 个 同 题 , 每 一 个 群 Cf 都 与 它 的 元 素 集 
合 的 某 一 个 变 找 群 同 构 . 

事实 上 , 设 9 是 G 的 一 个 固定 元 素 ， 用 hy 代表 集合 G 的 这 
样 一 个 变换 : 在 这 个 变换 之 下 , G 的 每 一 个 元 素 吓 有 元 素 zg 与 之 
对 应 。 由 于 对 于 每 一 给 定 的 元 素 &, 方程 

04 一 2g 一 G 
有 了 唯一 解 sg 所 以 变换 4 是 一 一 的 。 另 一 方面 , 群 的 元 老 的 冬 
积 久 有 变换 的 索 积 4,44 与 之 对 应 , 因为 
wAn~— zgh) ~ (zg)h— (2Ao) A —2(AsAs). 

群 余 的 恒 等 元 e。 有 便 等 变换 与 之 对 应 ， 而 逆 元 9 有 逆 变 的 与 之 
对 应 ， 所 以 , 对 虚 于 G 的 元 素 的 所 有 变换 的 集合 忆 是 一 个 与 G 同 
构 的 变换 群 。 容易 相信 ,如果 群 G 的 元 素 大 于 2,， 集合 厂 不 包含 
集合 G 的 所 有 变换 ， 所 以 盖 只 是 集合 G 的 所 有 变换 的 “对 称 群 ” 
的 一 个 子 群 . 

不 变 子 群 和 商 群 设 卫 和 @ 是 任意 两 个 由 某 一 群 G 的 元 素 
组 成 的 集合 。 群 G 中 一 切 可 以 麦 为 卫 的 某 一 元 素 与 Q 的 某 一 元 
击 乘 积 的 元 素 所 成 的 集合 ， 叫 作 集合 卫 与 集合 驴 的 乘积 ， 记 作 
PRQ.， 符 别 , 乘积 gP( 其 中 9g 是 群 G 的 一 个 元 素 ) 是 g 与 集合 卫 的 
每 一 元 素 的 困 积 组 成 的 集合 。 

如 果 群 人 的 一 个 子 群 豆 , 对 于 GQ 的 每 一 元 素 g 来 说 ， 有 
9 互 ~Hy, 则 称 互 为 8 的 一 个 不 变 子 群 或 正规 子 群 , 形 如 g 及 和 
Hg 的 集合 (其 中 及 是 任 一 子 群 )， 分 别称 为 群 人 对 子 群 万 合 苑 
素 g 的 左 陪 集 和 右 陪 集 ， 这 样 一 来 , 我 们 可 以 说 , 不 变 子 群 完全 由 
下 述 性 质 描述 出 来 : 对 于 不 变 子 群 来 说 , 含 同一 元 素 的 左 陪 集 和 右 
路 集 是 重合 的 . 

如 果 五 是 一 个 不 变 子 群 , 那么 容易 证 明 , 两 个 陪 集 的 委 积 仍 
是 一 个 陪 集 , 且 a 互 8 吾 一 08' 瑟 . 子 群 豆 本 身 也 是 一 个 陪 集 , 即 对 
应 于 恒 等 元 。 或 对 应 于 它 的 任 一 元 的 一 个 陪 集 , 内 为 h 且 = 五 . 
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陪 集 的 乘法 是 结合 物 : 

(aHbH)'oH = (bo) H= (0:bo) H=aH(bH:oH). 
在 这 一 乘法 中 ， 子 集 互 起 着 恒 等 元 的 作用 :五 -aH~eH-aH ~ 
(e@) 瑟 =a 及， 类似 地 也 有 ea 瑟瑟 =a 互 ， 陪 集 a-: 吾 是 a 互 的 逆 
元 , 因为 < 也 "oa-* 瓦 一 ao 可 *a 五 一 吾 、 因 此 , 用 对 于 某 一 不 变 子 群 
米 说 的 所 有 陪 集 作 元 素 组 合成 一 新 的 集合 ， 这 个 集合 对 陪 集 的 乘 
法 来 说 十-- 个 群 ， 这 个 群 叫 作 群 @ 对 不 变 子 群 互 来 说 的 商 群 ， 
记 作 G/H. 

容易 断定 ,有 限 群 对 于 任 一 子 群 五 来 说 的 每 一 个 陪 集中 含有 
元 素 的 个 数 都 与 子 群 豆 含有 元 素 的 个 数 相等 , 日 不 同 的 路 集 不 含 
公共 元 素 。 所 以 推出 ， 有 限 群 G 对 它们 的 任 一 子 群 吾 来 说 的 陪 
集 的 个 数 ， 等 于 G 的 元 素 个 数 被 五 的 元 素 个 数 除 所 得 的 商 ， 由 
此 得 出 重要 的 拉 格 朗 晶 定理， 有限 群 的 任 一 子 群 的 元 数 是 群 的 元 
素 的 一 个 因数 ， 

由 不 变 子 群 的 定义 易 见 , 阿 贝尔 群 的 所 有 子 群 都 是 不 变 子 群 . 
另 一 各 极端 的 情形 是 所 请 的 单 群 , 它 除了 单位 子 群 和 本 身 以 外 , 没 
有 任何 一 个 其 他 的 子 群 是 不 变 子 群 。 除 阿 贝尔 群 和 单 群 外 ,可 解 
群 也 有 重要 的 意义 , 可 解 群 的 定义 已 在 33 给 出 ， 可 以 证 明 , 可 解 
群 有 一 个 不 变 子 群 的 有 限 链 G， Gs，G。,…，Gs, 其 中 第 一 个 就 是 
给 定 的 群 , 每 一 个 后 面 的 子 群 都 被 包含 在 前 一 个 子 群 里 面 , 最 后 的 
子 群 是 单位 群 ， 并 且 所 有 的 商 群 /G4, Gy/Gs,…， Gs-a/G 都 是 
阿 贝尔 群 . 

同 态 高 群 的 概念 与 全 部 群 论 基础 的 同 态 映 和 象 概念 有 着 非常 密 
切 的 联系 ， 群 G 元 素 的 一 个 集合 到 群 瑟 元 素 的 一 个 集合 上 的 单 
值 映 象 叫 作 一 个 同 态 对 应 或 同 态 映 和 象 ， 如 果 第 一 个 群 中 每 两 个 元 
素 的 乘积 映射 到 第 二 个 群 中 相应 元 素 的 乘积 。 

这 样 一 来 ， 对 于 群 G 的 元 素 = 如 果 用 2 表示 群 五 中 与 之 相 
应 的 元 素 , 则 同 态 映 象 可 以 用 下 面 的 性 质 描述 出 来 ， 

(zaza) 一 歼 允 。 
由 同 态 对 应 和 同 构 对 应 的 定义 , 显然 知道 , 同 构 对 应 必须 是 一 
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一 的 ,而 同 态 对 应 则 只 有 一 方面 是 单 值 的 ， 即 对 群 9 的 每 一 元 素 
在 于 中 有 唯一 元 素 与 之 对 应 , 但 是 介 的 不 同 元 素 在 瑟 中 可 以 有 
同一 对 象 。 按 通常 的 意义 可 以 断言 , 在 同 构 对 应 之 下 , 群 瑟 是 群 
弛 的 一 个 精确 的 写照 ， 而 在 同 态 映 象 之 下 ， 当 把 G 映射 到 五 时 ， 
弛 的 某 些 元 素 的 差异 被 抹 掉 了 ,而 某 些 元 素 " 聚 全 "到 五 的 一 个 元 
素 上 面 。 然而 同 态 肌 象 的 这 种 "粗糙 性 "并 不 是 一 个 缺陷 相反 地 
倒是 一 个 优点 ， 致 使 同 态 映 象 能 够 用 来 作为 研究 群 的 性 质 的 一 个 
有 力 工具 . 

在 许多 情况 下 , 同 态 映 象 常 伴随 变换 自然 而 然 地 呈现 出 来 . 例 
如 正四 面体 的 对 称 群 (图 20)、 这 A 
个 群 与 四 个 元 素 置 换 的 对 称 群 同 
构 , 因为 存在 一 个 唯一 的 运动 (第 一 
种 的 或 第 二 种 的 )， 把 顶点 41, As， 
4 如 4.4 变 成 另 一 个 任意 给 定 的 排 | 


列 ， 时 
现在 看 联结 对 楼 中 点 的 直线 Ss 


及 ,bh, 8、 每 一 个 把 四 面体 变 成 自 乃 
身 的 运动 ， 痢 产生 一 个 ba, ,的 0 
置换 ， 并 且 及 包 , 的 任 一 置换 也 都 产生 一 个 四 面体 的 对 称 。 显 
然 ; 四 面体 的 变换 的 乘积 对 应 直线 hh,, 1s 的 置换 的 轨 积 . 由 图 20 


容易 看 出 ， 建 立 四 元 素 4z，4a，4s， 44 的 置换 的 对 称 群 到 三 元 素 
?zu 为 的 置换 的 对 称 群 上 的 一 个 同 态 映 象 的 自然 方式 . 也 不 难 找 
出 “大群 " 中 在 这 个 同 态 映 象 下 "聚合 "到 一 起 的 元 素 , 

再 看 一 些 一 般 的 例子 ，? 个 元 素 的 所 有 置换 的 集合 ， 当 n>2 
时 构成 一 个 不 可 换 群 。 另 一 方面 , 数 十 1 和 一 1 对 数 的 乘法 来 说 也 
构成 一 个 群 ， 现 在 令 任意 “个 元 素 的 每 一 个 偶 置 换 对 应 到 十 1 
而 每 一 奇 置换 对 应 到 一 I， 这 样 就 给 出 了 一 个 "元 率 置 换 的 对 称 
群 到 群 {二 1， 一 直上 的 同 态 映 象 ， 因 为 根据 $3, 奇偶 性 相同 的 置 
换 的 乘积 是 一 个 偶 辕 换 ， 而 奇偶 性 不 同 的 置换 的 乘积 是 一 个 奇 冒 
换 , 
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另 一 个 例子 ， 如 果 每 一 实数 zx0 用 它 的 绝对 值 jz| 与 之 对 
应 ,那么 所 产生 的 正 负 实数 ( 零 除外 ) 对 宋 法 来 说 的 群 到 只 由 正 实 救 
对 乘法 作成 的 群 上 面 的 英 象 是 一 个 同 态 对 应 , 因为 |zy| 一 |z| 1y.. 

以 前 曾经 提 到 , 平面 上 每 一 个 第 一 种 运动 4 可 以 表 成 一 个 适 
当 的 绕 图 定点 O 的 旋转 了 4 与 某 一 平移 D4 的 骏 积 。 线 定点 0 的 
旋转 作成 一 个 群 ， 所 以 对 应 4->V4 把 平面 上 第 一 种 运动 的 群 单 
值 地 映射 到 绕 点 O 的 旋转 群 上 ， 今 证 这 个 喘 象 是 一 个 同 态 映 象 . 
由 分 解 式 4 一 六 4D4 卫 一 六 De 推出 

AB=—ViDV aDa— (VaVs) (Va Day oD»). 

第 一 括号 中 是 绕 0 点 的 一 个 旋转 ， 而 第 二 括号 中 是 平移 变换 
V5+DaV's 与 平移 变换 Ds 的 梯 积 , 因而 是 一 个 平移 ， 这 就 证 明了 
运动 的 乘积 4B 对 应 到 相应 旋转 的 架 积 7s, 即 所 说 的 映 象 是 
一 个 同 态 映 象 . 

最 后 证 明 , 任 一 铬 对 它 任意 一 个 正规 子 群 思 来 说 的 商 群 G/N 
是 群 的 一 个 同 态 象 . 

事实 上 , 对 群 邓 的 每 一 元 素 9 令 含 9 的 陪 集 9 与 之 对 应 ,我 
们 就 得 到 一 个 所 求 的 所 到 G/ 玉 上 的 同 态 映 象 , 因为 乘积 多 有 陪 
集 gh 与 之 对 应 ， 而 ghN 等 于 与 元 素 g 和 产 对 应 的 陪 集 9N 和 
hN 的 区 积 。 

回 到 同 态 观 银 的 一 般 人 性 质 ， 可 以 证 明 , 在 任意 同 态 映 象 之 下 , 
恒 等 元 映射 到 恒 等 元 , 并 且 互 逆 元 素 映 射 到 互 道 元 素 . 

事实 上 ,， 如果“。 是 群 G 的 恒 等 元 , 。 是 它 在 及 中 的 象 ， 则 由 
me 推出 ee me, 用 s 表示 群 五 的 恒 等 元 ,得 “一 “e 一 一 8。 第 
一 论断 证 完 。 现在 令 2 和 4 在 G 中 是 互 递 元 素 ， 而 允 和 4 是 它 
们 在 五 中 的 象 ， 由 吗 一 推出 wy 一 “一 a 即 允 利 凡 在 五 中 是 
互 逆 元 素 , 并 且 可 知 

(me 

所 证 明 的 论断 ， 保 证 我 们 容易 找 出 群 旭 中 任 井 元 素 乘 积 的 
象 、 例 如 

(ab--c-1dh ~ a (bd) (0 A RD ~ ab le dh, 
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下 面 的 定理 在 全 部 问 态 映 杀 的 理论 中 居于 基本 地 位 , 

在 任意 群 全 到 群 吾 的 一 个 同 态 对 应 下 ， 群 9 中 所 有 对 应 到 
也 中 征 等 元 e 的 元 素 集合 ,是 G 的 一 个 不 变 子 群 ,而 对 应 到 和 群 
卫 任意 一 个 固定 元 素 的 G 中 元 素 集合 ,是 G 对 太 的 一 个 陪 集 , 并 
且 这 样 建立 起 来 的 G 对 入 的 陪 集 与 群 五 的 元 素 间 的 一 一 对 应 ， 
是 瑟 与 商 群 G/N 间 的 一 个 同 构 对 应 ， 

现在 证 明 这 个 定理 令 % 5 是 义 的 任意 两 个 元 素 ， 这 
卖 示 4’ 一 人 = 多 这 里 以 及 此 后 ， 加 攻 才 示 G 的 元 素 在 瑟 中 的 
象 . 但 

(ab 一 < 一 ee 一 所 


(aa 一 ee 


即 6 和 逆 元 a 5 于 属 杆 入, 所 以 集合 六 是 一 个 群 。 其 次 ， 对 
于 从 的 任意 元 素 9， 
(giag) mg og mg eg gg m0, 

即 对 人 的 任意 元 9 和 和 访 的 任意 元 4 米 说 , 9 -+ag 属于 入 由 此 
显然 推出 , 玉 是 G 的 一 个 不 变 子 群 .定理 的 第 一 个 论断 证 完 . 

为 了 证 明定 理 的 第 二 个 论断 , 在 G 中 任 取 一 元 9 并 且 考虑 邓 
的 所 有 这 样 元 素 x 的 集合 ,这 些 元 素 的 象 妈 与 元 素 9 的 象 9 
重合 ， 设 wE9IN， 即 一 gm 其 中 nEN, 于 是 Wgn=ge mg' 
所 以 9VCT. 反之 , 车 wy 则 (Wg Wg tg = 即 
gw 一 n, 这 里 % 是 访 的 一 个 元 素 ， 由 此 w= gn, 故 知 UCgN. 出 
9gNCU 及 UCyN 得 出 U=gN. 

最 后 ,定理 的 第 三 个 论断 是 显然 的 ， 商 群 G/N 中 的 任意 两 个 
除 集 gN, hN 对 应 到 五 的 元 素 9', ,而 由 公式 

9N-AN = ghN, 

陪 集 的 乘积 对 应 到 (gji) 一 9 这 就 是 所 要 证 明 的 。 

这 个 关于 同 杰 对 应 的 定理 证 明了 群 9 的 每 一 个 同 态 象 瑟 与 
相应 的 商 群 G/ 互 同 构 ， 这样 一 来 , 在 同 移 的 观点 下 , 给 定 的 群 介 
的 所 有 同 态 象 被 它 的 各 个 商 群 包罗 净 尽 . 
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87. 连 续 群 


李 群 ， 连 续 变换 人 群 ”在 解 高 次 代数 方程 时 ， 帮 论 所 获得 的 成 
就 ， 促 使 上 世纪 中 叶 的 数学 家 们 企图 把 群 论 用 来 解 其 他 类 型 的 方 
程 , 首先 是 用 来 解 在 数学 应 用 中 起 着 非常 巨大 作用 的 微分 方程 .这 
个 企图 终于 实现 了 .尽管 群 在 微分 方程 里 , 较 之 在 代数 方程 论 里 ， 
处 于 完全 不 同 的 地 位 , 但 应 用 群 论 来 解 微 分 方程 的 研究 , 却 使 得 群 
的 观念 本 身 有 了 本 质 上 的 扩充 ， 而 建立 了 所 亩 连续 群 或 李 群 的 新 
理论 ， 连续 群 对 于 形形色色 的 数学 部 门 的 发 展 说 来 ， 也 是 极为 重 
要 的 。 

可 是 代数 方程 的 群 只 由 有 限 多 个 变换 组 成 ， 而 以 类 似 方 法 所 
构造 的 微分 方程 的 群 却 是 无 限 的 。 此 外 , 属于 微分 方程 群 的 变换 ， 
可 以 借助 于 有 限 参 数组 来 给 出 , 改变 这 些 参 数 的 数值 , 可 以 得 到 群 
的 所 有 变换 ， 例 如 ， 假 设 群 的 所 有 变换 是 由 参数 m， aa …,， a 来 
界定 ， 使 这 些 参 数 具有 值 21, zo,…, zr 时 ， 我们 就 得 到 一 个 变换 
子 ; 使 同一 些 参 数 具有 新 值 ,Yo,…, yr 时 , 得 到 另 一 个 变换 了 。 
按照 这 些 变 换 相 笠 的 条 件 , Z 一 也 是 群 的 一 个 变换 ， 这 就 是 说 ， 
我 们 得 到 了 确定 的 新 参数 值 二 , 29,…, 太 ， 值 % 依赖 于 4, za,…， 
0 Yu yo，*…， Yr， 即 得 到 了 依赖 于 这 些 参 数值 的 一 些 西 数 , 

= (1, ma, ~ Ln oo Yr) 
ta— pam Ta, 7 rs Ys, Ye, Yr), 












sr =pr(t1, Pa, wri Ys Yo, Yr) 

如 果 一 个 群 的 元 素 连 续 依 赖 于 有 限 参 数组 的 值 ， 而 乘法 律 是 
借助 于 可 微分 两 次 的 函数 pu， ps,，…, %w 来 表示 , 那么 这 个 群 就 叫 
做 李 群 .这 是 以 首先 研究 这 种 群 的 气 威 数学 家 索 福 斯 " 李 来 命名 的 

十 九 世纪 前 半期 , 罗 巴 切 夫 斯 基 讨论 了 一 种 新 的 几何 系统 , 这 
种 几何 学 现在 就 则 做 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 . 大 约 在 同时 投影 几何 形 
成 了 一 个 独立 的 几何 系统 ; 稍 后 建立 了 黎 曼 几何， 因此 , 到 十 九 世 
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纪 后 半期 ， 从 研究 “现实 世界 的 空间 形式 "(恩格斯 ) 的 种 种 观点 出 
发 , 可 以 产生 一 系列 独立 的 几何 系统 。 要 把 所 有 这 些 系统 在 同一 
个 观点 下 统一 起 来 , 但 要 保存 它们 最 重要 的 质 的 差异 , 是 可 以 供 塘 
于 群 论 来 实现 的 . 

考虑 某 个 几何 空间 点 集 的 一 一 变换 ， 它 们 不 改变 已 知 几 何 系 
统 中 图 形 癌 的 一 些 基本 关系 。 这 些 变换 的 全 体 组 成 一 个 群 ， 通 党 
叫做 已 知 几 何 系统 的 运动 群 或 自 同 构 群 。 运动 群 完全 刻 划 了 已 知 
儿 何 系统 , 因为 若 运动 群 己 知 ,那么 相应 的 几何 学 就 可 以 看 成 是 一 
种 学 问 ， 它 研究 点 集 在 给 定 群 的 变换 下 保持 不 变 的 性 质 ， 不 同 的 
几何 系统 按 其 运动 群 的 分 类 方法 ， 是 在 上 世纪 后 半期 由 克 羔 菌 提 
出 的 。 关于 这 种 方法 以 及 各 式 各 样 的 几何 系统 , 在 抽象 空间 一 章 
里 已 经 有 所 叙述 。 这 里 我 们 只 想 提 一 下 ， 所 有 在 上 世纪 实际 研究 
过 的 几何 系统 , 它 的 运动 群 都 是 李 群 ， 由 于 这 个 缘故 , 研究 李 群 的 
课题 就 显得 特别 重要 . 

由 于 和 数学 与 力学 的 许多 不 同 分 支 的 广泛 联系 ， 使 得 李 群 再 
论 从 它 的 建立 到 如 今 ,一直 是 在 飞 脆 发 展 着 、 并 且 发 生 这 种 现象 ， 
对 于 有 限 群 说 来 现在 也 还 没有 解决 ， 但 对 李 群 却 较为 迅速 地 得 到 
解决 ， 即 单纯 有 了 腿 群 ( 即 不 具有 非 当然 不 变 子 群 的 有 限 群 ) 的 分 类 
问题 , 直到 现在 仍然 少 有 进展 , 而 单纯 李 群 相应 的 分 类 问题 , 还 在 
上 世纪 末 叶 就 由 基 林 和 卡尔 丹 解决 了 。 在 发 展 李 群 理论 中 , 苏联 
数学 家 英 洗 佐 夫 、 马 尔 采 夫 、 邓 肯 完 全 解决 了 李 群 的 单纯 子 群 分 桨 
问题 , 这 是 长 久 期 待 解决 的 一 个 重要 问题 ， 李 群 理论 在 另 一 方向 
被 苏联 数学 家 盖 尔 芳 特 和 奈 玛 尔 克 发 展 起 米 了 ， 他 们 发 现 了 单纯 
李 群 可 以 用 希 尔 伯 特 空间 的 西 变换 来 婚约 表示 ; 后 一 问题 对 于 分 
析 和 物理 特别 有 意义 . 

李 群 的 研究 是 借助 于 一 种 独特 的 工具 ， 所 谓 “ 无 穷 小 群 ”或 地 
代数 来 进行 的 ， 详 见 $13. 

拓扑 群 ”在 苏联 除了 李 群 的 古典 理论 的 巨大 发 展 外 ， 更 一 般 
的 折 扑 群 或 连续 群 理论 获得 了 突出 的 成 就 李 群 是 要 求 群 的 元 素 
以 有 限 参 数组 来 界定 , 并 且 乘 法 律 是 借助 于 可 微 函 数 来 表示 . 和 
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李 群 概念 不 癌 ,拓扑 群 概念 更 简单 而 广泛 、 即 是 说 , 一 个 群 叫做 拓 
扑 群 , 如 果 对 于 它们 的 元 素 说 来 , 除了 通常 的 群 运算 外 , 还 定义 了 
邻近 概念, 使 得 从 群 的 一 些 元 素 邻 过 , 就 推出 它们 的 乘积 的 邻近 ， 
它们 的 逆 苑 素 也 邻近 .。 

最 初 ,为 了 把 李 群 理论 的 很 多 基本 概念 整理 得 有 条 理 , 拓扑 群 
芍 观念 是 必需 的 。 但 是 后 来 就 显露 出 来 , 这 个 概念 对 于 另外 一 些 
数学 部 门 也 极为 重要 。 关于 一 般 拓扑 群 论 的 初步 工作 , 是 在 本 世 
纪 20 年 代 开 始 , 但 能 使 人 们 承认 是 出 现 了 一 个 新 的 分 支 的 那些 基 
本 结果 , 还 是 在 20 年 代 末 到 80 年 代 初 才 被 得 至 。 相当 大 一 部 分 
结果 是 被 苏联 效 学 家 邦 特 里 雅 金 获得 的 ， 因 此 他 不 交 被 认为 是 近 
代 拓扑 群 论 的 莫 基 者 之 一 ， 邦 特 里 雅 金 的 车 作 “ 连 续 群 "包含 着 在 
世界 文献 中 关于 连续 群 理论 的 第 一 个 总 结 性 论述 ， 在 这 个 领域 盟 
已 经 将 近 20 年 仍旧 是 基本 的 文献 . 


8$8. 基 本 群 


在 前 而 几 节 的 所 有 已 经 考虑 过 的 具体 情况 下 ， 群 通常 是 作为 
这 种 或 那 种 集合 的 变 摘 群 ， 仅 有 对 于 加 法 或 滋 法 所 成 的 数 群 是 例 
外 .。 现在 我 们 来 分 析 一 个 重要 的 例子 , 这 个 群 的 最 初 发 现 不 是 变 
换 群 而 是 作为 带 有 一 个 运算 的 代数 系统 . 

基本 群 ”我们 考虑 某 一 个 团 面 8 和 在 它 上 面 的 一 个 动 点 形 , 
使 用 在 曲面 上 路过 一 条 连结 点 4 和 点 召 的 连续 曲线 ， 我 们 就 得 
到 一 条 由 4 到 B 的 确定 的 道路 。 这 条 道路 可 以 自己 相交 任意 次 
数 甚至 可 以 在 一 些 个 别 的 地 段 里 米 回路 。 为 了 指明 一 条 道路 , 只 
给 出 点 性 在 它 上 面 移 动 的 曲线 是 不 够 的 。 还 需要 指明 ,这 个 点 以 
某 方 向 和 某 些 次 数 所 重复 路 过 的 那些 地 段 . 例如 , 点 可 以 以 不 同 
的 次 数 和 不 同 的 方向 跑 过 同一 图 周 ， 而 且 所 有 这 些 循环 道路 都 认 
为 是 不 同 的 .两 条 带 有 同一 个 起 点 和 终点 的 道路 称 为 是 等 价 的 ， 
如 果 两 条 道路 中 的 一 条 可 以 经 一 连续 的 形变 变 成 另外 一 条 . 在 他 
面 或 者 球面 上 的 任意 两 条 连结 点 4 和 点 召 的 道路 都 是 等 价 的 
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(图 21)， 然 而 在 环 面 上 , 例如 , 由 点 和 4 出 发 又 回 到 点 4 的 西 条 阐 
道路 局 入 (图 22) 彼 此 不 等 价 . 如 
果 代 替 环 面 而 考虑 在 两 端 是 光 腿 伸 
展 的 圆柱 而 并 且 在 它 上 面 取 一 条 道 
有 路 蔷 ( 隐 23), 那么 容易 理解 ,在 图 
柱 面 上 的 任意 带 有 起 点 和 4 的 闷 道 
路 将 等 价 于 型 为 XX"(n=0, 土 1， 

士 2，…) 的 道路 , 这 里 的 XX*《n>0) 
应 了 保 为 道路 习 重复 了 wm 次 而 得 
的 道路 ，X* 了解 为 仅 由 一 个 点 委 
组 成 的 零 道路 , 而 “了解 为 以 相 
友 的 方向 跑 过 六" 例如 , 2~ 半 了 了 ~?，U~?( 图 23)， 这 
个 例子 指明 了 道路 等 价 概念 的 言 义 ， 在 回 柱 面 上 的 不 同 的 闭 道路 
组 成 一 无 法 描述 的 集合 ， 但 在 等 价 的 意义 下 所 有 这 些 道路 都 归结 
为 以 这 样 的 或 那样 的 方向 和 以 足够 的 次 数 跑 过 图 周 屋 . 当 加 池 马 
道路 六 "种 广 " 不 等 价 . 
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E22 四 3 


现在 转 回 来 考 吕 任 意 的 则 西 。 我 们 假设 丰 它 上 而 给 了 两 条 道 
路 口 和 WV, 道路 如 荐 由 点 和 4 到 点 B, 而 道路 是 由 点 如 到 点 
0 那么 首先 使 点 跑 过 道路 4B 然后 再 跑 过 BO, 我 们 就 得 到 道路 
AO, 自然 把 它 称 为 道路 =A4B 和 FT 一 BC 的 乘积 ， 并 且 吉 为 
UVF， 如 果 道 路 如 ,六 对 应 地 等 价 于 道路 Da，F-, 那么 它们 的 乘 
各 DZF 和 ZJ 也 将 等 价 . 

道路 的 乘法 在 下 述 意义 下 是 结 企 的 : 乘积 忌 了 T) 或 人 TP) 且 
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中 的 一 个 是 确定 的 , 那么 另外 一 个 也 就 是 确定 的 ,而 且 两 个 是 等 价 
的 道路 、 如 果 动 点 型 以 相反 的 方向 跑 过 任意 一 条 道路 U=4B， 
郑 就 得 到 出 点 BB 到 点 4 的 与 道路 可 =4B 相反 的 道路 +=BA. 
道路 4B 和 与 它 相反 的 道路 B4 的 蒋 积 是 一 条 等 价 于 仅 由 一 个 点 
4 组 成 的 零 道 路 . 

根据 定义 ,不 是 任意 两 条 道路 都 可 以 相 乘 ,而 仅 当 第 一 条 道路 
的 终点 与 第 二 条 道路 的 起 点 相 重 合 时 才 可 相 乘 ， 这 个 缺点 是 可 以 
消除 的 ， 如 果 我 们 仅 考虑 从 同一 个 起 点 4 出 发 的 闭 道 路 ， 任 意 两 
条 这 样 的 道路 可 以 相 科 ， 结 果 又 得 到 一 条 带 有 起 点 4 的 闭 道路. 
此 外 ,对 于 每 一 条 带 有 起 点 4 的 闭 道路 , 它 的 道道 路 共有 同 祥 的 
性 质 ， 

现在 约定 等 价 的 道路 认为 是 在 曲面 上 仅 以 不 周 的 方法 所 引出 
的 同一 条 "道路 "的 不 同 的 代 麦 ， 而 不 等 价 的 道路 将 认为 是 在 本 硕 
上 不 同 的 道路 的 代表 。 以 上 记述 指出 , 在 这 样 的 情况 下 从 曲面 的 
任意 点 和 出 发 的 所 有 阿 道 路 的 集合 相对 于 道路 的 架 法 运算 成 一 
群 , 零 道 吻 是 这 个 群 的 单位 元 素 ,而 已 给 的 道路 的 逆 元 素 仍 是 该 路 
线 , 只 是 以 相反 的 方向 跑 过 . 

一 般 计 ， 道 路 成 的 群 不 仅 依 赖 于 曲面 的 型 而 且 依赖 于 起 点 4 
的 选取 ， 然而 如 果 曲 而 不 能 分 离 为 单独 的 块 , 即 如 果 它 的 任意 两 
个 点 都 可 以 被 一 条 位 于 曲面 上 的 连续 的 道路 所 连结 ， 那 么 出 不 同 
起 点 所 得 的 道路 群 将 是 同 构 的， 而 且 在 这 情况 下 可 以 简单 地 说 关 
于 曲面 态 的 道路 群 , 而 不 用 指明 点 4。 曲面 的 这 个 道路 群 称 为 是 
它 的 基本 群 . 

如 果 曲 面 信 是 平面 或 者 球面 ， 那 么 道路 成 的 群 仅 由 单位 元 素 
所 组 成 , 因为 在 平面 和 在 球面 上 任意 道路 都 可 以 缩 为 一 点 。 然而 
如 我 们 所 看 到 的 ,在 无 穷 图 柱 面 上 有 不 能 集中 到 一 点 的 闭 道 路 . 既 
然 在 圆柱 面 上 的 由 4 点 出 发 的 任意 闭 道路 ， 等 价 于 道路 开 的 革 
一 次 数 ( 图 33)， 而 且 不 同 次 数 的 XX 彼此 不 等 价 ， 所 以 圆柱 面 的 
道路 群 是 无 限 循 回 群 。 可 以 证 明 ， 环 面 (图 22) 的 道路 群 由 型 为 
TFT" (m,n=0, 土 1, 土 %,…) 的 道路 组 成 , 而 且 UVF=VDU 和 

,296* 


Um 和 =Umyw 仅 当 mm 一 mz, mn 一 zu( 提 本 一 下 ,在 道路 铬 中 道路 的 
等 式 了 解 为 等 价 的 意义 ). 

道路 群 的 重要 性 是 因为 它 的 以 下 性 质 。 我 们 假设 ， 除 井 面 8 
外 ,给 了 另外 一 个 类 面 总。 使 得 在 曲面 8 和 8 之 间 可 以 建立 双 便 
单 值 和 连续 的 对 应 ， 例 如 ， 这 样 的 对 应 是 可 能 的 ,如 果 曲 面 5 是 
贞 借 助 于 曲面 8 经 过 既 不 手 破 又 不 把 曲面 不 同 的 点 和 粘 起 来 的 连续 
变形 而 得 到 ， 对 起 始 的 曲面 上 的 每 一 条 道路 将 在 曲 St 上 对 
应 一 条 道路 。 在 这 情况 下 等 价 的 道路 将 对 应 于 等 价 的 道路 ,两 条 
道路 的 乘积 对 应 于 对 应 的 道路 的 乘积 , 因而 在 曲面 8: 上 的 道路 群 
同 构 于 在 曲面 3 上 的 道路 群 ， 换 句 活 说 , 从 抽象 的 观点 来 看 , 即 在 
同 构 的 意义 下 ， 道 路 群 在 曲面 的 所 有 可 能 的 双 例 单 值 连续 的 变换 
下 是 不 变 的 。 如 果 两 个 曲面 的 道路 群 是 不 同 的 ,那么 所 对 应 的 出 
面 不 可 能 连续 地 把 一 个 变 成 另 一 个 ， 例 如 因为 平面 的 道路 群 山 一 
个 元 素 组 成 , 而 圆柱 面 的 道路 群 是 无 穷 的 , 所 以 平面 不 可 能 不 经 业 
合 和 搞 琶 而 变形 成 圆柱 面 . 

图 形 在 双 侧 单 值 和 双 侧 连 续 的 变换 下 保留 不 变 的 性 质 是 在 数 
学 中 一 个 特别 的 分 支 拓扑 学 中 米 研 究 ， 它 们 基本 的 思想 在 第 十 八 
闪 中 环 明 了 。 连续 变换 的 不 变量 称 为 是 拓扑 不 变量 道路 群 是 折 
扑 不 变量 的 重要 例 中 的 一 个 ， 很 明显 道路 群 不 仅 对 曲面 是 可 以 定 
义 的 而 且 对 任意 点 集 也 是 可 定义 的 ， 只 要 在 这 个 集合 里 能 说 观 什 
么 是 道路 和 它 的 变形 . 

定义 关系 ”在 拓扑 里 ， 道 路 群 的 计算 方法 已 仔细 地 研究 过 . 
并 且 发 现 ,一 般 地 说 , 这 些 群 不 得 不 用 特殊 的 方法 来 决定 ,这 个 方 
汰 不 仅 对 扫 扑 里 的 基本 群 可 以 用 ， 在 群 论 畦 它 也 常 被 用 来 给 定 抽 
象 群 ， 下 面 就 来 统 述 它 ， 

设 G 是 某 个 群 元素 gg …， 叫做 群 全 的 生成 元 ,如 果 
任意 的 元 素 9 可 以 表示 成 形式 

gg 
此 处 各, io 各 是 数 1 2 … 于 中 的 某 一 些 ;不 相 人 的 指标 鱼 可 
以 重复 ; 因 于 的 数目 记 任 意 ; 扫 数 ,os，…, 四 是 不 为 替 的 让 或 
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负 整 洲 . 
为 了 充分 地 了 解 群 B 除了 生成 元 以 外 , 还 要 知道 , 怎样 的 采 
积 代表 群 的 同一 个 元 ,怎样 的 乘积 代表 不 同 的 元 ， 这 样 一 来 ,对 于 
群 来 说 , 必须 列举 在 群 G 中 成 立 的 所 有 形 如 
多 
的 等 式 ， 由 于 这 样 的 等 式 永远 是 无 限 多 , 所 以 适 常 不 列举 它们 全 
体 ,而 只 给 出 这 样 的 一 些 等 式 ,由 这 些 等 式 按照 群 的 公理 就 能 推出 
其 他 的 。 这 些 等 式 就 叫做 定义 关系 . 
显然 ,同一 个 群 可 以 用 不 同 的 定义 关系 来 给 出 。 
例如 ,我 们 考虑 具有 生成 元 4, 5 和 关系 
= bs, ab= ba (10) 
的 群 肪 ， 令 c=a57, 我 们 有 
wbo, 0 一 0102 be Do, De®, a 
我 们 看 到 ,和 群 豆 的 所 有 元 素 可 以 通过 单一 元 素 来 表达 , 而 
且 
ao 一 0 5 一 0 
因为 关系 式 《10) 可 以 直接 由 这 些 等 式 导 出 ， 所 以 对 c 没有 任何 非 
显然 的 关系 ， 因 此 群 及 是 有 生成 元 0 的 无 限 循 回 群 . 
如 果 在 群 里 可 以 选取 这 样 的 一 些 生成 元 ， 它 们 没有 任何 非 显 
然 关 系 的 约束 , 那么 群 叫做 自由 的 ,而 廊 指 出 的 生成 元 叫做 自由 生 
成 元 ， 例如， 要 是 群 右 自 出 生成 元 m 3, 那么 它 的 每 个 元 素 可 以 
叭 一 地 写成 形状 
Pam bs am .ban, 
此 处 5 一 0 1 2 了 指数 oo Bi, ma …， Bi, ow 表示 不 等 于 
零 的 正 或 负 整 数 ,但 “ 边 上 的 ”om 和 om 可 以 取 等 值 。 类 似 的 断 宦 对 
于 有 更 多 数目 的 生成 元 的 自由 群 也 成 立 . 
把 两 个 没有 公共 元 的 群 的 生成 元 和 定义 关系 写 出 ， 那 么 联合 
这 些 关系 ,我 们 得 到 新 的 群 , 叫做 给 定 群 的 自由 积 . 
让 由 群 的 理论 ， 甚 而 自由 积 的 一 般 理 论 在 群 论 里 都 占有 显 级 
地 位 。 从 儿 何 观点 看 来 ， 群 Hi 利 五 * 的 自由 积 是 这 样 的 图 形 的 
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道路 群 , 这 个 图 形 可 以 设想 为 只 相交 了 于 一 点 的 两 个 闭 图 形 的 和 , 这 
两 个 闭 图 形 分 别 以 五 ; 和 五 
做 为 自己 的 道路 群 。 我们 已 经 
知道 ， 贺 柱 而 的 道路 群 是 有 
个 生成 元 的 自由 群 ， 由 上 面 所 
做 的 说 明 ,知道 由 图 34 所 描写 
的 曲面 的 道路 群 是 有 两 个 生成 
元 的 自由 群 . 

类 似 于 曲面 的 基本 群 的 定义 ， 对 空间 的 有 限 或 无 限 体 可 以 引 
进贡 本 群 . 

扭 结 和 纽 结 群 ” 像 已 说 的 那样 , 从 拓扑 的 观点 看 来 ,两 个 晤 而 
认为 是 一 样 的 ， 如 果 其 中 的 一 个 可 以 用 双 便 单 值 和 双 侧 连续 的 变 
换 变 成 另 一 个 ， 所 有 的 闭 曲 面 的 拓扑 分 类 问题 早已 解决 ， 琵 明了 
每 一 个 处 于 我 们 通常 空间 的 闭 遇 面 或 者 和 球面 拓扑 等 价 ， 或 者 和 
具有 某 些 个 柄 的 球面 (图 25) 拓扑 等 价 。 例如 ,图 22 所 损 绘 的 环 
面 可 以 连续 形变 为 有 一 个 定 的 球面 ， 立 方 体 的 表面 可 以 连续 形变 
为 球面 等 等 ， 由 这 个 讨论 ,知道 基本 群 的 研究 对 闭 曲 面 不 很 有 意 
义 , 因为 闭 曲 而 的 完全 分 类 可 以 不 用 这 些 群 。 伍 是 存在 着 不 用 其 
本 群 至 今 仍 儿 乎 不 能 成 功 从事 的 很 简单 的 便 ， 落 名 的 扭 结 问题 便 
属于 这 类 ， 




















图 25 


我 们 抬 安置 在 通常 三 纺 空 间 中 的 二 曲线 叫 化 扭 结 .这 个 安 蛙 
像 图 26 所 显示 的 那样 可 以 很 不 同 。 两 个 扭 结 叫做 等 价 的 ,如 果 其 
中 的 一 个 可 以 连续 的 形变 为 另 一 个 ， 但 在 形变 过 程 中 议 不 白 断 由 
线 又 没有 地 方 重 玻 。 立刻 发 生 两 个 问题 ，1) 怎样 知道 由 半 面 图 
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形 给 出 的 任意 两 个 握 结 是 否 等 价 ，2) 记 有 的 不 等 价 捏 结 怎 样 分 
类 . 
两 个 问题 至 今 仍 未 解决 ， 并 且 在 它们 的 部 分 解 中 目前 有 的 基 
本 成 果 是 和 群 论 联系 着 的 。 
我 们 把 空间 中 属于 给 定 握 结 的 点 取 去 ， 并 且 考 虑 余下 点 集 的 
基本 群 ， 这 个 群 也 叫做 扭 结 群 。 直 接 
可 以 知道 ,如 果 所 结 等 价 , 那么 它们 的 
群 同 构 ， 因 此 由 扭 结 群 的 不 同 构 可 以 
和 化 出 扭 结 本 身 不 等 价 的 结论 .例如 ， 
加 周 的 扭 结 群 是 循环 群 ， 而 有 三 时 下 
璃 曲线 形状 (图 27) 的 扭 结 群 是 一 个 
更 复杂 的 群 ， 由 丁 后 者 是 不 可 交换 
的 , 所 以 和 国 周 的 群 不 间 神 。 因此 可 
We 以 断定 三 叶 玫 瑰 形 扭 结 不 切 开 就 不 能 
展 直 成 图 内。 这 个 事实 试验 起 来 是 显然 的 , 但 做 为 证 明 需 要 精细 
的 数学 十 由 . 
可 惜 ， 在 考虑 扭 结 群 时 ， 也 出 现 一 些 至 今 没 有 解决 的 困难 问 
题 ， 问题 是 , 在 拓 托 中 昌 有 很 简单 的 办 法 可 以 按 已 给 的 担 结 图 象 
找 出 担 结 群 的 生成 元 和 定义 关系 ， 但 是 为 了 要 利用 这 些 群 来 比较 
不 同 的 氢 结 ， 还 需要 解决 由 自己 的 生成 元 和 定义 关系 所 确定 的 群 
是 否 同 构 ,而 这 个 问题 的 解法 到 现在 还 不 知道 。 不 但 如 此 ,苏联 数 
学 家 诺 维 科 夫 不 久 前 证 明了 一 个 卓越 的 定型 ， 不 可 能 指出 任何 的 
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唯一 正则 方法 (精确 点 讲 是 所 谓 正规 算法 )， 利 用 它 总 可 以 解决 具 
有 相同 生成 元 的 两 组 已 给 定义 关系 是 否 确 定 同一 个 群 。 这 个 定 再 
使 得 我 们 对 下 述 的 那样 一 个 一 般 方法 的 存在 性 产生 怀疑 ， 这 个 方 
法 能 用 来 判别 由 平面 图 象 所 给 出 的 扭 结 的 等 价 性 . 


§ 9. 群 的 表示 与 指标 (特征 标 》 


带 的 一 般 理 论 就 其 方法 来 说 有 一 点 像 相等 几何 学 ， 两 者 都 是 
以 确定 的 公理 系统 作为 基础 , 并 由 此 出 发 建立 起 理论 的 全 部 内 容 . 
然而 ,解析 几何 的 例子 告诉 我 们 , 为 了 研究 几何 问题 , 引进 分 析 的 
数值 方法 是 非常 有 利 的 . 

分 析 与 古典 代数 的 方法 对 群 论 的 应 用 被 称 之 为 群 表 示 论 ， 就 
像 解析 几何 不 仅 是 借 分 析 的 帮助 ,给 与 解决 几何 问题 的 方法 ,而 且 
反 转 过 来 ,在 许多 复杂 的 分 析 问题 上 投下 了 几何 的 光辉 一 样 , 群 表 
示 论 在 更 大 程度 上 也 是 如 此 。 它 不 仅 供给 了 研究 群 的 性 质 的 辅助 
工具 , 而 且 把 分 析 与 群 论 的 一 些 概念 密切 地 联系 起 来 它 不 仅 对 
于 群 论 的 一 些 事实 找到 了 用 数值 关系 的 类 示 法 ， 而 且 对 于 分 析 的 
一 些 关系 ,也 找到 了 群 的 解释 ， 现 在 , 群 论 在 物理 上 的 很 大 一 部 分 
的 重要 应 用 是 与 表示 论 密切 联系 着 的 。 

群 的 矩阵 来 示 “在 线性 代数 中 (参看 第 十 六 章 ) 已 经 讨论 过 短 
阵 宋 法 的 运算 ， 这 个 运算 是 结合 的 ,但 一 般 地 说 ,是非 交换 的 ， 阶 
数 给 定 的 全 体 非 退 化 ( 亦 称 非 奇异 ) 方 阵 对 乘法 来 说 做 成 一 个 群 ， 
事实 上 , 任意 两 个 非 退 化 方 阵 的 宋 积 仍然 是 一 个 非 退 化 方 阵 ,单位 
方 阵 息 着 群 的 单位 元 的 作用 , 并 且 对 于 每 一 非 退 化 方 阵 ,存在 其 逆 
方 阵 ,也 是 非 退 化 的 . 

设 给 出 某 个 群 9, 并 且 对 于 G 的 每 一 元 素 % 有 一 确定 的 复 
数 的 nn 阶 非 退化 方 阵 4 与 之 对 应 ,而 且 , 对 于 群 的 元 素 的 到 积 , 也 
对 应 着 与 它们 对 应 的 甜 阵 的 箭 积 ，4w 一 4*4，。 这 时 我 们 就 说 ， 
给 出 了 群 8 的 一 个 * 阶 矩阵 表示 。 通常 “矩阵 "这 个 字 可 以 省 赂 ， 
而 简单 地 说 群 G 的 一 个 % 阶 表示 。 群 的 一 个 n 阶 表示 是 日 到 
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m 阶 非 退 化 矩阵 群 里 的 一 个 同 态 映 象 。 由 同 态 映 条 的 一 般 性 质 可 
知 ,对 于 任意 才 示 , 群 G 的 单位 元 的 对 象 是 单位 矩阵 , 在 @ 中 互 为 
逆 元 的 象 互 为 逆 算 阵 . 

由 于 一 阶 方 阵 是 单独 的 复数 ， 帮 群 G 的 一 阶 表示 是 这 样 的 对 
应 : 对 于 G@G 的 每 一 元 素 , 对 应 着 一 个 复数 , 而 有 卫 , 群 的 丙 个 元 素 的 
乘积 对 应 着 与 它们 对 应 的 复数 的 乘积 。 例 如, 对 于 对 称 群 的 个 办 
换 来 说 , 命 数 1 与 之 对 应 ,而 对 于 奇 恬 换 , 命 数 一 1 与 之 对 应 , 则 这 
个 对 应 便 是 对 称 群 的 一 个 1 阶 表示 . 

对 于 群 G 的 每 一 个 元 素 , 命 m 阶 单位 方 阵 召 与 其 对 应 ,这 样 ， 
我 们 便 得 到 了 群 G 的 一 个 表示 , 称 之 为 mn 阶 单位 表示 . 如 果 G@G 是 
有 限 群 并 且 含有 非 单 位 元 杂 ， 那 么 ， 除 了 不 同 阶 数 的 单位 表示 之 
外 , 群 8 必然 还 有 无 限 多 个 其 他 表示 . 以 下 将 指出 求 这 些 表示 的 
方法 . 

设 已 经 知道 群 红 的 一 个 表示 ， 则 可 得 出 无 限 多 个 其 他 玫 示 。 
事实 上 , 设 g>4, 是 祥 的 给 定 的 一 个 nn 阶 表示 , 任 取 一 个 4 阶 
非 退 化 矩阵 了 , 命 B,~ 了 4oP, 则 g>B, 仍 是 群 9 的 一 个 表示 ， 
因为 

Bn=P-iAnP~P-iA,AP~P-14,PP-14,P—B,B,. 
由 一 已 知 表示 出 发 ,选择 各 种 不 同 的 矩阵 了 ,可 得 出 许多 表示 , 这 
样 得 出 的 韦 示 叫做 与 已 知 表 示 等 价 的 、 在 表示 论 里 ,等 价 的 表示 
本 质 . 上 不 认为 是 不 同 的 ,被 讨论 的 所 有 表示 通常 仅 精 确 到 等 价 姓 . 

求 新 表示 的 另外 方法 是 作 表 示 的 直接 和 ,此 方法 可 述 之 如 下 : 
设 g>4,, 9>B, 是 群 G 的 矩阵 的 某 两 个 表示 ,相应 的 阶 数 分 别 为 


仙 与 hR， 考 姬 对 应 
他 0 
a 


回忆 和 矩阵 的 条 法 规则 (参看 第 十 六 章 ), 我 们 得 到 
ns( 2 AA, O {各 | A 0 
Tp my -( 0 go) B, (2 a) 
亦 即 上 述 喘 象 仍 是 群 的 一 个 交 示 ， 这 个 表示 叫做 已 知 的 两 个 表 
*»802» 


示 的 和 ,而 用 答 号 4 十 也 表 之 ， 如果 交 换 被 加 项 的 位 置 ， 那么， 
我 们 得 到 另 一 个 雪 示 
B, 0 
| 8 3 


但 是 ,这 个 表示 是 与 原先 得 出 的 玫 示 等 价 的 .因此 , 如 果 对 于 等 价 
的 表示 不 加 区 别 , 那么 , 表示 的 加 法 是 可 换 的 运算 。 很 容易 看 出 ， 
表示 的 加 法 也 是 结合 的 运算 ， 设 已 经 知道 了 群 G 的 某 些 表 示 4，， 
BOw …, 那么 ， 利 用 表示 的 加 法 可 以 得 出 更 高 阶 的 表示 ， 4 十 
BOs, 4 十 4 十 4 十 4 等 等 . 

例如 , 数 1 一 卫 总 一 关于 采 法 组 成 一 个 群 ， 对 于 这 个 群 的 
每 一 个 数 , 命 这 个 数 本 身 种 它 对 应 ， 这 样 我 们 便 得 到 一 个 一 阶 表 
示 。 其 次 ， 我 们 取 映 和 象 1 一 1， 一 1 一 一 也 i 一 一 i?% 作为 第 
二 个 麦 示 。 这 两 个 表示 的 和 是 映 象 


Se 


利生 (3 要 训 这 个 表示 ,我 们 得到 等 从 的 天 
10 2 
oo 的 ) -1 a 
/ol /0 2 
人 (_ 让 (1 of 


让 我 们 俱 有 兴趣 地 指出 , 这 个 表示 的 所 有 矩阵 都 是 实 矩阵 ， 
设 群 日 的 某 个 nn 阶 表示 的 所 有 甜 阵 都 有 以 下 形式 ， 
/高 oo; 
4 一 4 一 ( 0 了 ) 

此 处 BB,, D, 是 方 阵 , 而 4s 的 左下 角 的 元 素 均 为 岭 。 矩阵 4, 与 

-4 相 乘 , 我们 得 到 
a {BB BOtO, 和 
am 一 了 -人 ( 和 D,D, 
即 Bi 一 BB,, Da 一 D,D,，。 这 个 事实 表明 , 映 象 9>Bs, g>D, 也 
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荐 群 的 表示 ,但 阶 数 较 低 ， 表 示 4o 叫做 群 9 的 阶梯 表示 ,而 每 


一 个 与 其 等 价 的 雪 示 均 称 之 为 可 约 的 ， 与 任何 阶梯 表示 不 等 价 的 


表示 叫做 不 可 的 的. 

如 果 所 有 矩阵 4o 不 但 左下 角 全 部 为 零 ， 而 且 右 上 角 的 Ce 也 
全 是 零 ,那么 就 说 表示 4v 可 分 解 为 表示 Bb, D, 的 和 .与 不 可 约 
淡 示 的 和 等 价 的 表示 叫 化 党 全 可 约 的 ， 

在 群 论 中 证 明了 以 下 事实 ， 有 限 群 的 每 一 表示 都 是 完全 可 约 
的 3。 由 此 可 知 , 为 了 求 有 限 群 的 所 有 表示 ， 只 要 知道 它 的 所 有 
不 可 约 形 示 即 可 ， 因 为 所 有 其 余 表 未 都 与 不 可 约 表示 的 各 种 和 等 
价 . 

任何 一 个 有 限 群 的 不 可 约 表 示 的 实际 计算 通常 都 是 相当 复杂 
的 问题 , 仅 对 于 个 别 的 有 限 群 的 类 , 问题 被 用 明显 的 形式 解决 了 ， 
例如 , 对 于 可 换 群 ,对 于 对 称 群 以 及 某 些 其 他 的 群 ， 虽 然 从 理论 观 
点 来 看 ,有 限 群 的 表示 的 性 质 是 相当 仔细 地 被 研究 了 . 

对 于 每 一 个 有 限 群 ,都 有 用 以 下 方法 引入 的 特别 “正则 "表示 ; 
设 9 go…, 9 是 给 定 群 G 的 按照 任意 顺序 排 起 来 的 全 部 元 索 , 
并 设 

gs 一 gw (bs hl, 2 n). 
对 房 选 择 某 个 困 定 的 值 ， 作 一 个 阶 方 阵 ， 使 其 第 i 行 第 如 个 位 
置 为 1 而 其 余地 方 均 为 等 (~1, 2,…, 7), 并 且 用 符号 Rgs 类 
示 这 个 方 阵 。 通过 简单 的 计算 ， 很 容易 正明 对 应 gs>Rgx(% 一 
1 2,…, 史 的 确 是 一 个 表示 , 称 这 个 表示 为 群 G 的 正则 表示 - 

也 可 以 证 明 ， 当 群 的 元 素 的 编号 改变 时 ， 我 们 得 出 的 表示 是 
与 上 述 几 示 等 价 的 ， 因 此 ,就 精确 到 等 价 的 意义 来 说 , 每 一 个 有 限 
群 仅 有 一 个 正则 表示 . 

让 我 们 简短 地 叙述 一 下 有 限 群 表示 论 的 一 些 基 本 定理 ， 有 限 
群 的 不 同 的 《 非 等 价 的 ) 不 可 约 麦 示 的 个 数 是 有 限 的 ， 并 且 等 于 这 
个 群 的 共 思 元 素 类 (参看 285 页 ) 的 个 数 . 不 可 约 表 示 的 阶 数 必 然 
是 群 的 阶 数 的 因数 , 而 且 正则 表示 等 于 所 有 不 可 约 表 示 的 和 , 其 中 
1 让 我们 同 忆 起 :所 讨论 的 群 的 表示 , 乱 库 的 元 带 可 以 是 任意 外 数 。 
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每 一 个 不 可 约 卖 示 重复 出 现 的 次 数 夫 好 等 于 其 阶 数 . 

由 此 可 以 得 出 ， 有 限 群 的 阶 臻 与 不 可 约 才 示 阶 数 之 问 的 下 面 
有 趣 的 关系 式 . 

设 群 的 元 素 的 个 数 用 % 衣 示 ， 共 因 元 素 类 的 个 数 用 表 
示 , 而 G 的 不 可 约 表示 的 阶 数 分 别 用 mu, za, …, mn 雪 示 ， 由 正则 
天 示 的 作法 ， 知 其 阶 数 是 m 而 正则 表示 等 于 nn 个 第 一 个 不 可 约 
穴 示 的 和 , 加 个 第 二 个 不 可 约 表示 的 和 , 再 加 上 ma 个 第 三 个 不 
可 约 表 示 的 和 等 等 , 一直 加 到 m 个 第 个 不 可 约 表 示 的 和 ， 故 有 
以 下 等 式 ， 

mn 一 吗 十 吗 十 … 二 天. (11) 

让 群 的 每 一 个 元 素 与 数目 1 对 应 ,于 是 ,我 们 得 到 一 个 阶 数 为 
1 的 不 可 约 志 示 , 这 是 每 一 个 群 都 具有 的 显然 表示 . 设 在 式 子 
《4D 中 的 mu 就 是 这 个 单位 表示 的 阶 数 ,于 是 , (11) 可 写成 

由 一 1 十 从 十 … 十 经 
的 形式 ,这 时 mm，…， 加 克 示 不 可 约 去 示 的 阶 数 ， 

利用 ma，…, mw 应 该 是 nn 的 因数 这 个 事实 , 并且 知道 了 慎 
人 么 仅 由 等 式 (1 就 可 求 出 ns, ra, …， na， 例如 , 三 个 元 素 的 置换 
对 称 群 ;有 三 个 共 辐 元 素 类 : (1); (12), (18),，(23); (128)， 
(132)， 此 处 n~6 而 =3, 等 式 (11) 有 了 唯一 的 一 组 解 ，6 一 1 
卫士 凡 因此 Ss 由 两 个 不 同 的 一 阶 表 示 与 一 个 不 可 约 的 二 阶 表 示 
组 成 . 

有 限 可 换 群 可 作为 男 外 一 个 例子 ， 这 时 每 一 个 元 素 组 成 一 个 
共 输 元 素 类 ， 因 此 , Xn, 由 式 子 (11) 可 知 mm 一 mo 一 一 ms 一 二 
即 这 样 群 的 所 有 不 可 约 志 示 都 是 一 阶 的 ， 而 且 不 可 约 风 示 的 个 数 
等 于 群 的 阶 数 . 

可 换 群 的 不 可 约 表示 也 岂 侯 群 的 把 标 。 对 于 非 可 换 群 的 每 一 
央 示 ， 共 指标 是 指 组 成 这 个 表示 的 矩阵 的 迹 ( 即 矩阵 对 角 元 素 的 
和 和) 的 集合 、 有 限 群 的 指标 具有 很 好 的 福 质 和 关系 。 群 的 卖 示 和 
指标 的 研究 以 有 兴趣 的 一 般 结果 丰富 了 群 论 ， 并 且 这 些 结果 在 近 
代理 论 物理 中 找到 了 宽广 的 应 用 . 


810. 一 般 群 论 


我 们 已 经 指出 ,几乎 在 上 世纪 的 整个 时 斯 中 , 群 论 是 主要 作为 
变换 群 的 理论 而 发 展 的 . 然而， 逐渐 看 到 ， 群 本 身 的 研究 是 主要 
的 ,而 变换 群 的 研究 可 归结 为 抽象 八 及 其 子 群 的 研究 . 

由 变换 群 沦 向 抽象 群 论 的 过 渡 开 始 是 在 有 限 群 论 中 来 完成 
的 。 李 群 的 迅速 发 展 ,以 及 群 论 之 深入 拓扑 学 ,都 要 求 建立 一 般 的 
群 论 , 而 把 有 限 群 仅 作为 其 某 个 特殊 情形 来 讨论 . 

1916 年 在 基辅 出 版 的 施 密 特 所 写 的 关于 群 论 的 书 , 是 非常 湾 
晰 地 表明 这 个 观点 的 第 一 本 教科 书 ， 在 20 年 代 , 施 密 特 得 到 了 关 
于 无 限 群 理论 的 一 些 重要 定理 ， 成 为 一 些 苏维埃 代数 学 家 研究 的 
出 发 点 。 由 于 施 密 畦 及 开 .C. 亚 认 山大 洛 夫 为 普及 近世 代数 概念 
房 向 工作 的 结果 ,在 莫斯科 形成 了 群 论 学 派 , 他 们 的 学 生 库 洛 什 很 
快 就 成 为 这 个 学 泌 的 领导 人 ， 特 别 是 由 他 证 明 的 关于 自由 积 的 每 
一 子 科 本 身 是 分 别 与 乘积 因子 的 了 群 同 构 的 子 群 的 自由 积 的 定性 
而 著名 、 后 来 ,他 写 了 一 木 关 于 群 论 的 专门 著作 , 这 是 头 一 本 系统 
地 叙述 在 一 般 群 论 的 领域 中 已 委 到 的 丰富 成 果 的 书 ， 在 现在 , 这 
是 一 木 在 全 世界 范围 内 最 完备 的 群 的 一 般 理论 教程 ， 并 且 享 有 国 
际 声誉 . 

继 莫斯科 代数 学 家 之 后 ， 列 宁 格 地 以 及 其 他 城市 的 代数 学 家 
也 从 事 一 般 群 论 的 研究 ,对 群 论 的 发 展 作出 了 很 大 的 贡献 。 现 时 ， 
对 群 论 的 研究 , 包括 其 所 有 主要 部 分 , 苏联 数学 家 起 着 主 要 作用 ， 
得 出 一 些 结果 不 止 一 次 地 变 明 在 群 论 的 发 展 上 起 涛 决定 性 的 注 
响 。 


8$11. 起 复 数 


应 用 代数 方法 解决 实际 问题 时 , 在 比较 简单 的 情形 ,通常 归结 
为 一 个 或 车 干 个 方 泻 , 其 中 以 所 要 求 的 值 作 为 其 未 知 最 。 这 时 未 
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知 量 是 所 研究 对 象 的 数量 描述 ， 而 方程 的 布 列 是 代 分 析 对 象 间 存 
在 着 的 实际 关系 而 得 出 . 

当 所 讨论 的 最 简单 的 量 是 类 似 于 质量 、 体 积 、 长 度 的 这 些 情 
形 ,为 了 描述 它们 的 数量 , 用 一 个 数 即 已 足够 ， 然 而 ,在 一 些 具体 
问题 中 , 常 遇 到 不 仅 用 一 个 数 描述 的 对 象 。 恰恰 相反 , 随 着 技术 的 
发 展 , 具有 较 复杂 性 质 的 对 象 , 常 具 有 校 大 的 价值 ,而 撕 述 它们 , 必 
须要 用 到 几 个 数 甚至 是 无 限 多 个 数 。 例如 , 像 力 ,速度 、 加 速度 这 
样 一 些 重要 的 物理 量 , 描述 它们 , 就 需要 三 个 数 ， 其 次 , 我 们 都 知 
道 , 描述 空间 中 点 的 位 置 ,需要 用 三 个 数 , 撒 述 空间 中 平面 的 位 置 ， 
也 要 用 三 个 数 ,而 描述 空间 中 直线 的 位 置 , 需要 用 四 个 数 ,而 刚体 
的 位 置 ,甚至 需要 用 六 个 数 来 搭 述 ， 因 此 ,在 利用 代数 方法 解 次 涉 
及 忱 复杂 对 象 的 问题 时 ， 常 会 得 到 多 个 未 知 量 的 方程 ， 而 解 这 样 
的 方程 ， 常 常 是 比 利 用 这 个 对 象 的 几何 性 质 或 物理 狂 质 直 接 解 答 
困难 得 多 ， 册 此 自然 发 和 这 样 的 奶 想 : 企图 描述 较 复 杂 的 对 象 ,不 
利用 一 组 通常 的 煞 ， 而 是 利用 菜 种 较 复 杂 的 广义 的 数 ,对 于 这 种 广 
义 的 数 ， 也 可 以 施行 与 通常 算术 运算 类 似 的 运算 。 问题 的 这 样 提 
法 大 比较 自然 的 ， 科学 的 历史 告诉 我 们 , 数 的 概念 不 是 不 变 的 ， 而 
其 变化 ,都 是 逐次 扩张 数 的 集合 。 由 自然 数 扩张 至 分 数 ,然后 由 分 
数 扩 线 至 正 负数 、 至 实数 (有 再 数 与 无 型 数 ), 最 后 ,至 复数 . 

复数 ”读者 由 第 四 章 (第 一 卷 ) 已 经 知道 复数 的 基本 人 性质 及 其 
简单 应 用 , 现在 ,我 们 的 兴趣 仅 在 于 复数 概念 的 基础 . 让 我 们 回忆 
一 下 复数 概念 的 林 身 通常 是 如 何 定义 的 .开始 仅 讨 论 通 常 的 实 
数 ， 并 指出 负数 的 平方 根 没有 意义 ， 因 为 实数 的 平方 是 正 数 或 者 
零 ， 进 一 步 指出 ,科学 的 迫切 需要 ,使 得 数学 家 作为 一 种 特殊 种 类 
的 数 来 讨论 表示 式 4 二 bY 一 1 把 它 称 之 为 虚数 ,以 区 别 于 通常 的 
实数 。 如 果 认 定 这 些 虚数 也 适合 通常 的 数 所 适合 的 算术 运算 法 
出, 网 所 有 负数 的 平方 根 都 可 用 量 ;= 二 工 来 表示 ， 而 对 实数 和 
虚数 进行 有 有 限 次 算术 运算 的 结果 ,永远 可 天 示 e 十 下 的 形状 ,此 处 
必 b 是 实数 . 

显然, 虚 效 这 嵌 的 定义 在 频 大 程度 上 是 与 正常 的 思维 矛盾 的 ， 
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因为 开始 断言 表示 式 MV 一 I 一 3 等 等 没有 意义 ， 然 后 又 称 这 些 
设 有 意义 的 表示 式 为 虚数 .这 种 情况 使 得 十 七 世纪 和 十 八 世纪 的 
数学 家 对 使 用 复数 的 合理 性 引起 极 大 怀疑 . 但 是 , 这 种 怀疑 在 十 
九 世 纪 补 便 消 失 了 ， 因 为 这 时 发 现 了 复数 用 平面 上 的 点 的 几何 表 
示 。 称 后 不 久 ， 匈牙利 数学 家 伯 依 阿 依 和 英国 数学 家 汉 弥 登 给 出 
了 复数 理论 严格 的 纯 算术 的 基础 ,这 个 基础 叙述 在 下 面 . 

讨论 实数 对 (a, 5) 以 代替 数 4a 十 B56。 两 个 数 对 当 它们 的 第 一 
个 位 置 的 数 和 第 二 个 位 置 的 数 分 别 相等 时 , 称 之 为 相等 的 数 对 , 即 
当 且 仅 当 ao b~d 时 ,认为 (4a, 5) 一 (o, d)。 数 对 的 加 法 和 乘法 
用 下 面 式 子 米 定义 : 

(@ D+(o, d) = (ate, 5 二 di 
(a, bc d) = (ac—bd, ad+po)。 
例如 ,我 们 有 
(2, 8)+ 1, —2)=(8, 1), (2, 3) (1, -2) = (8, -1), 
(3, 0) 二 (2 0) = (5, 0), (8, 0) (2, 0) = (6, 0), 
后 面 的 例子 告诉 我 们 ,特别 当 数 对 的 第 二 个 位 置 的 数 是 零 时 ,这 时 
数 对 的 运算 可 归结 为 第 一 个 位 置 的 数 的 运算 , 因此, 这样 的 数 对 可 
简单 的 用 其 第 一 个 位 置 的 数 来 表示 .其 次 ,对 于 数 对 (0, 1), 我 们 
用 符号 来 表示 ,于 是 ,有 
(a, b) =al1, 0) 十 000, 1)~atbi, 
= (0, 1) (0,1)=(—1, 0)=—1, 
这 样 , 便 得 出 了 复数 的 通常 表示 法 . 

因此 ,从 叙述 的 观点 来 看 ， 复数 是 普通 实数 的 数 对 , 复数 的 运 
算 不 过 是 特殊 种 类 的 实数 对 的 运算 . 

超 复数 ”复数 的 多 种 多 样 有 成 效 的 应 用 ， 促 使 数学 家 在 十 九 
世纪 头 几 十 年 就 考 患 这 样 问题 : 是 否 可 以 像 册 实数 对 建立 复数 那 
样 ,由 三 个 实数 的 数组 、 四 个 实数 的 数组 等 等 建立 超 复数 ， 从 上 一 
世纪 的 中 时 开始 ,各 种 各 样 不 同 的 特殊 的 这 类 超 复数 被 研究 着 , 而 
在 上 一 世纪 来 以 及 本 进 纪 初 研究 了 起 复数 的 一 般 理论 ， 并 且 发 现 
它 在 数学 和 物理 的 相间 领域 中 有 着 许多 的 重要 应 用 ， 


这 样 , 称 n 个 实数 的 数组 (a1, 4s,…, mm) 为 n 阶 超 复数 ,其 中 
的 每 一 个 实数 ， 称 之 为 这 个 超 复数 的 坐标 。 两 个 超 复数 (as, @;， 
与 (51 6a，……，bn) 当 其 对 应 坐标 相等 ， 即 4 一 ,4 一 Bs, 
,gn= bs 时 电 做 相等 的 。 加 法 运算 自然 的 被 类 似 于 复数 的 加 法 
公式 所 定义 , 即 

《qz ca ***, gn) + (bs, bs, »…, b») 
~ (mt by, gt bs, +, ant ba). 
很 自然 地 引入 实数 对 超 复数 的 乘法 ;规定 
(qqa ,tn) = (1, aga, *, ln). 

除 此 以 外 ,应 规定 两 个 超 复 数 的 乘法 , 而 且 , 其 结果 应 该 是 一 
个 超 复数 . 

把 通常 复数 的 彩 法 定义 推广 到 一 般 情 形 是 很 困难 的 ， 隧 法 可 
以 用 各 种 不 同 的 方法 来 定义 ， 因 而 将 得 出 各 种 不 同 的 起 复数 系 . 
因此 , 首先 应 该 弄 清楚 , 这 样 的 定义 应 该 达到 什么 目的 .无 疑 的 ， 
希望 所 定义 出 的 超 复 数 的 运算 将 具有 通常 实数 运算 所 具有 的 性 
质 . 然而, 这些 通常 运算 具有 哪些 性 质 ? 

仔细 地 考查 数 及 其 运算 在 代数 上 最 常 利 用 的 性 质 ， 很 容易 发 
现 ,可 月 结 为 以 下 几 条 ， 

1. 对 于 任意 两 个 数 , 它 们 的 和 基 唯 一 确定 的 . 

2， 对 于 任意 两 个 数 , 它们 的 积 是 难 一 确定 的 . 

3. 存在 着 一 个 数 堆 ， 它 具有 性质: 对 于 任意 4, 均 有 <+0 


4 对 于 每 一 个 数 &, 均 存在 其 负数 2, 适合 等 式 4 二 2 一 0。 
5. 加 法 适合 交换 律 
a+b=b+g, 


(a+b)+e—a!- (b+te). 
7. 乘法 适合 交换 律 
ab= ba. 
8， 彝 法 适合 结合 律 
e809。 


(ab) -ce—a (io)。 
9， 乘 法 对 加 法 适合 分 配 律 
glb+oe) —abiac, (b+e)a—baetoea. 

10， 对 于 每 一 4 以 及 每 一 5 姑 0, 存在 唯一 的 数 z, 满足 等 式 
bo—a. 

仔细 分 析 的 结果 ， 得 出 了 上 面 性 质 1 一 10。 近 百 年 来 数学 的 
发 展 指出 这 些 性 质 的 极 大 重要 性 . 现在 ， 每 一 个 满足 性 质 1 一 10 
的 景 的 系统 , 称 之 为 域 . 例如， 全 体 有 理 数 的 集合 ,全 体 实数 的 集 
合 .全 体 复 数 的 集合 都 是 域 ， 因 为 ， 对 于 这 些 集 合 中 的 每 一 个 来 
说 ， 任 意 两 个 数 的 相 加 、 相 乘 都 还 在 这 个 集合 内 ， 并 且 具 有 人 性质 
1 一 10， 除了 这 三 个 最 重要 的 域外 ,可 以 举 出 数 所 做 成 的 无 限 多 个 
域 、 然 而 ， 除 了 数目 做 成 的 域 以 外 ， 对 于 其 他 狂 质 的 量 所 做 成 的 
域 ,我 们 也 有 很 大 的 兴趣 .例如 ,在 中 学 中 , 我 们 曾 对 被 称 之 为 代 
数 分 式 的 东西 进行 过 运算 ,所谓 代 数 分 式 , 即 这 样 的 分 式 , 其 分 子 
分 母 都 是 其 些 字母 的 多 项 式 ， 代 数 分 式 可 以 相 加 、 相 减 . 相 乘 、 相 
除 ,而 且 这 些 运算 具有 性 质 1 一 10， 因 之 , 代数 分 式 所 组 成 的 元 素 
的 系统 是 一 个 域 。 可 以 举 出 各 种 各 样 的 由 具有 复杂 性 质 的 量 所 组 
战 的 域 的 例子 ， 由 于 作为 域 的 定义 的 性 质 1 一 10 的 重要 性 ,首先 ， 
我 们 将 提包 这 祥 问 题 , 求 出 超 复数 这 样 的 乘法 运算 , 使 得 超 复 数 作 
成 -- 个 域 ， 如 果 这 样 问 是 能够 顺利 解答 ,那么 , 我 们 将 得 到 新 的 、 
更 一 般 的 复数 、 然 而 , 在 上 世纪 一 开始 ,就 已 发 现 仅 对 于 阶 数 2 的 
超 复 数 , 这 个 问题 才 是 可 能 的 ,而 且 得 出 的 仅 是 通常 的 复数 ， 这 个 
结果 指出 , 复数 占有 完善 的 、 特 殊 的 地 位 ， 如 果 不 改变 性 质 1 一 10 
的 要 求 , 希望 得 到 一 个 广义 的 数 系 ,超过 复数 范围 症 不 可 能 的 ， 因 
此 ,为 了 进一步 尝试 建立 新 的 数 系 ,必须 放弃 性 质 1 一 10 中 的 一 个 
或 者 某 几 个 . 

四 元 数 ”在 数学 上 被 讨论 的 第 一 个 超 复数 系 是 四 元 数 系 ， 是 
上 一 此 纪 中 时 英国 数学 妃 学 家 汉 弥 登 引入 的 。 这 个 系统 满足 性 质 
1 一 10 中 除 7( 采 法 交换 律 ) 以 外 的 记 有 要 求 . 

四 元 数 可 以 用 下 面 方式 来 叙述 ， 对 于 四 个 数 的 数组 (1 0， 
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0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1) 引入 简单 的 记号 
1, 如 jh， 于 是 ,由 于 等 式 

(a, b, 0, d) =al1, 0, 0, 0) +5(0, 1, 0, 0) 

+e(0, 0, 1, 0) +ato, 0, 0, 1) 
成 立 ,每 一 个 四 元 数 可 唯一 的 表 成 以 下 形式 : 
(a, b, 6c, d)=a:1+b°t+e"j+db. 
四 元 数 工 将 认为 是 这 个 系统 的 单位 量 , 即 认为 对 于 仁 意 四 元 效 w, 
有 la=arl=w， 其 次 ,定义 名 一 了 一刀 一 一 二 
果 一 一 天 一， 






j= 一 ji 
利用 图 28, 很 容易 记 住 四 元 数 的 这 个 “乘法 表 ”。 在 图 形 中 , 四 上 
的 点 各 记分 别 表示 四 元 数 和 j,%。 有 
这 三 个 四 元 数 中 任意 两 个 相 邻 的 乘积 
竺 于 第 三 个 ， 当 第 一 个 因子 到 第 二 个 
因子 是 按照 顺 时 针 方 向 旋转 时 ， 作 为 
案 积 的 第 三 个 四 元 数 取 正 号 ,反之 , 则 
取 负 号 ， 知 道 了 四 元 数 纪 j ,8 的 各 所 
法 表 以 后 ， 利 用 薪 法 对 加 法 的 分 配 律 SS 
9, 就 可 求 出 任意 两 个 四 元 数 的 乘积 ， 
即 图 38 
(g-I 十 十 coj 和 人 本 (exe 十 而 汪 二 ca* 二 而 
一 adde1 十 83 二 aa 六 Hai 十 5aao 寺 0 人 十 Dexv 订 
十 Bde 记 十 cq4*j 十 cb 有 6 十 cc1* 闻 十 cd14* 雍 十 daa* 记 
+ db kit de hj+-dd*kb 
= (ag—bbi—cc—dd)*1+ (abit+batod den) i 

+ (aortear— bdit+ db) 十 (ad 一 Ga 十 Del 一 cp) 'k. 
四 元 数 中 第 一 项 的 因子 1 通常 被 省 略 ， 而 把 a*l1 写 成 4。 等 式 
前 = 一 入 让 一 一 语 ,篇 一 一 局 表明 四 元 数 的 乘法 不 适合 交换 律 . 
这 里 乘 数 与 被 乘 数 的 地 位 不 是 平等 的 ,因此 ,在 计算 四 元 数 时 必须 
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细心 地 注意 因子 的 顺序 。 除 此 之 外 ,对 四 元 数 进行 运算 , 没有 任何 
困难 . 特别 , 四 元 数 乘法 也 适合 结合 律 8. 这 个 事实 很 容易 借 乘 法 
下 对 基底 由 元 数 1， 5 j, 大 来 验证 ;而 由 此 过 流 到 一 般 情形 是 很 明 
是 的 。 

数 4 叫做 四 元 数 4 十 研 十 0j 十 喘 的 实数 部 分 , 或 者 纯 量 部 分 ， 
而 把 和 三 十 j 十 dh 叫做 4 十 于 十 oj 十 咏 的 向 量 部 分 ， 向 量 部 分 仅 
相差 一 个 符号 的 两 个 四 元 数 4 二 是 6j 十 Qk 与 4 一 D6 一 0f 一 dk 叫 
做 共 气 的 、 显然, 两 个 具 罗 的 四 元 数 的 和 是 一 个 实数 。 此 外 ,按照 
上 到 写 出 的 公式 求 两 个 共 思 四 元 数 的 乘积 ,得 到 

(atbitojtds) (a— bi—o—ah) =a+b tot+d, (12) 
即 两 个 共 箔 的 四 元 数 的 乘积 也 是 一 个 实数 . 

四 元 数 4 十 如 十 oj 十 Qk 的 系数 的 平方 和 十 丰 十 0 十 俐 叫做 
这 个 四 元 数 的 范 数 。 由 于 任 一 实数 的 平方 都 是 非 负 的 数 , 故 任 一 
四 元 族 的 范 数 也 是 非 负 的 数 , 仅 当 这 个 四 元 数 是 0 时 , 范 数 才能 是 
零 

公式 412) 开明 ， 任 一 四 元 数 与 其 共 扳 的 乘积 等 于 该 四 元 数 的 
范 数 . 

我 们 约定 用 星 号 表示 一 个 四 元 数 的 共 辐 , 即 用 a" 表 四 元 数 和 
的 共 轿 。 于 是 ,直接 计算 可 让 明 以 下 公式 是 正确 的 ; 

(oaB) 一 Ba 
由 此 得 出 一 个 有 趣 的 推论 ， 四 元 数 采 税 的 范 数 等 于 因子 范 数 的 条 
税 。 事 实 上 , 根据 上 面 式 子 ,我 们 有 
范 数 (aB) 一 (waB) (a8)*~aBp'a 一 au)086 7) 
一 范 数 a* 范 数 6. 

由 于 范 数 的 性 质 ， 我 们 可 以 非常 简单 地 解决 关于 四 元 数 相 除 

问题 设 w 一 2i 二 oj 十 吵 是 任意 一 个 非 零 四 元 数 , 于 是 


A 省 i 
(Gtbitota) rp ioe (eVi~oj—dh) 
k 


hes PN 
rm +o tot+d) > 
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即 四 元 数 
rd) et 
是 给 定 的 四 元 数 < 的 着 元 . 
会 求 四 元 数 的 道 元 以 后 , 很 容易 就 可 求 出 两 个 四 元 数 的 商 . 事 
实 上 , 设 给 出 两 个 四 元 数 a, B8, 且 第 一 个 四 元 数 不 是 零 四 元 数 . 为 
了 求 B 被 a 除 的 离 , 我 们 应 该 解 下 面 两 个 方程 
w=B, ye—B. 
第 一 个 方程 的 两 端 同 用 a? 左 采 ,我 们 得 
oa-1p, 
第 二 个 方程 的 两 端 同 用 ex 右 困 ,我 们 得 
y=pBo. 
因为 e- 圾 与 Bar! 一 般 情形 是 不 同 的 , 故 对 于 四 元 数 来 说 , 必须 区 
分 开 两 种 除法 。 右 除 和 左 除 。 两 者 永远 是 可 施行 的 ,当然 ,以 从 为 
除数 的 应 除外 . 
向 量 代 数 ”虽然 四 元 数 的 运算 在 很 多 方面 与 复数 的 运算 相 类 
似 ,但 是 , 由 于 乘法 不 适合 交换 律 , 使 得 四 元 数 的 性 质 与 数目 的 住 
质 有 很 大 差异 .例如 ,由 复数 的 代数 , 我 们 痢 知 道 , 二 次 方程 有 两 
个 根 ， 邵 果 我 们 在 四 元 数 的 范围 内 , 即使 讨论 二 次 方程 
二 1 一 0, 
那么 ,可 以 看 出 以 下 的 六 个 四 元 数 都 是 它 的 根 ， 土 5, 土 ;, 土 %. 更 
精确 的 分 析 , 可 以 发 现 它 有 无 限 多 个 不 同 的 解 . 这 种 情况 使 得 四 
元 数 在 数学 上 的 应 用 带 来 很 大 困难 ， 尽 管 汉 弥 登 以 及 另外 一 些 数 
学 家 把 四 元 数 引 向 数学 与 物理 的 各 个 部 门 作 了 很 多 的 尝试 ， 但 到 
现在 为 止 ,四 元 数 在 数学 上 所 起 的 作用 仍然 是 比较 小 的 ,无 沦 如 何 
也 不 能 与 复数 的 作用 相 比 较 . 
然而 ， 四 元 数 给 与 了 作为 近代 技术 与 物理 的 不 可 缺少 的 工具 
向 量 代 数 的 发 展 以 很 大 的 蕉 动力 。 这 是 由 于 在 力学 和 物理 中 , 束 
度 、 加 速度 、 力 等 概念 起 着 重要 的 作用 ,为 了 描述 它们 ,需要 用 三 个 
数 、 上 面 我 们 已 经 看 到 , 每 一 个 四 元 数 可 以 看 作 实 数 s 与 向 量 部 
Si 


分 夺 -0j+ak 的 集合 。 由 于 向 最 部 分 荐 被 三 个 数 所 确定 的 ， 由 
此 , 为 了 描述 重要 的 物理 量 , 利 月 四 元 数 的 向 长 部 分 即 已 足够 . 

可 以 利用 从 直角 坐标 系 原点 引出 、 在 三 个 坐标 轴 上 的 射影 分 
别 为 5, e 4 的 向 量 来 几何 地 表示 四 元 数 < 十 到 +ej 十 咖 的 向 量 部 
分 ， 因 此 , 任意 一 个 四 元 数 可 以 用 几何 方法 表 成 空间 中 的 向 量 与 
数 的 总 和 ， 让 我 们 来 考查 一 下 四 元 数 的 运算 可 以 有 怎样 的 解释 . 

取 纯 最 部 分 等 于 零 的 两 个 四 元 数 (向 量 四 元 数 ) 更 十 好 十 区 与 
2 二 gs 用 几何 方法 把 它们 用 从 坐标 原点 引出 的 两 个 向 量 
表 出 .这 两 个 四 元 数 的 和 仍 是 向 量 四 元 数 (zzni+ (Gy 十 纹 ) 了 一 
《十 和 1)p。 很 容易 看 出 ,表示 这 个 和 的 向 量 是 头 两 个 向 量 所 构成 的 
平行 四 边 形 的 对 角 线 .因此 ,向量 四 元 数 的 加 法 与 非常 熟悉 的 按 
平行 外边 形 规则 的 向 景 加 法 运算 相对 应 .类 似 地 , 如果 用 茶 个 实数 
滋 向 量 四 元 数 ,那么 , 表示 这 个 四 元 数 的 向 量 也 应 用 这 个 数 去 胀 , 

当 两 个 向 量 相 乘 时 ,我 们 将 遇 到 另 一 种 傅 襄 ， 实 际 上 ， 

(Mi 十 4 十) (vt yj t+ 2h) 
— ~ yt Yu Yt (224 一 20) 了 
+ (ws ~ wy), 
也 就 是 说 , 两 个 向 量 四 元 数 部 分 相 乘 , 我 们 得 一 个 完全 的 四 元 数 ， 
既 有 统 最 部 分 ,也 有 向 景 部 分 

向 盟 四 元 数 的 乘积 的 纯 吕 部 分 ,并 了 到 反 号 , 叫 第 表示 该 四 元 数 
的 向 量 的 纯 量 积 ， 而 乘积 的 向 量 部 分 叫做 胡 示 该 四 元 数 的 向 量 的 
矢量 积 . 向量 a, 8 的 纯 晤 积 通 常用 符号 (a, BB) 表示, 或 者 简单 地 
表 为 cB, 而 这 两 个 向 量 的 矢量 积 用 符号 [a, B] 表 示 . 设 4, j,k 
分 别 是 表示 四 元 数 记 j ,的 向 量 , 即 在 相应 的 坐标 轴 上 的 单位 长 
的 向 最 。 按 照 定义 ,如 果 a 一 2 开 十 弛 十 哎 ， 6 一 zi+ yj 二 xk， 则 

(a, B) 一 oza 十 goi 十 32 
[a, B]~ (yay it (ms 20)F + pyr — my) k, 

利用 上 面 的 式 子 容易 给 与 向 量 的 纯 若 积 与 矢 景 积 以 几何 解 
释 。 这 就 是 两 个 向 量 的 纯 量 积 等 于 这 两 个 向 是 的 长 与 其 史 角 的 余 
粥 的 乘积 ,而 两 个 向 量 的 矢量 积 是 一 个 向 量 , 其 长 等 于 该 两 个 向 量 
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所 和 构成 的 平行 四 边 形 的 而 积 ， 且 它 答 吉 于 上 述 平行 四 边 形 所 在 平 
面 ， 而 从 它 记 在 的 一 便 来 看 ， 由 给 出 的 第 一 个 向 最 到 第 二 个 向 江 
的 旋转 的 转向 正好 像 从 0z 轴 所 在 的 一 钠 看 0z 轴 到 0y 轴 的 旋转 
一 枯 

现时 在 力学 和 物理 中 ,照例 不 应用 四 元 数 的 运算 ,而 仅 讨论 向 
基 的 运算 以 代替 它 ， 并 且 这 些 运算 按照 刚才 所 阁 述 的 结果 用 纯 几 
何方 法 来 定义 . 

最 后 ， 证 我 们 举 出 借 四 元 数 可 以 非常 潮 亮 的 解答 的 一 个 万 学 
问题 ， 它 的 解答 是 发 现 四 元 数 的 原因 之 一 . 

设 刚 体 先 注 绕 通过 已 知 点 0 的 确定 的 轴 04 按照 给 定 的 方向 
旋转 某 个 角色, 然后 再 图 线 通过 O 的 另 一 办 0B 施 转 角 p, 求 这 
个 刚体 网 嫉 哪 一 个 输 、 施 转 怎样 的 角度 直接 从 第 一 个 位 置 旋转 到 
第 三 个 位 置 ?这 是 力学 上 关于 有 限 个 旋转 复合 的 著名 问题 ， 渡 然 ， 
它 可 以 利用 通 带 的 解析 几何 来 解决 ， 在 十 八 世纪 欧 拉 就 曾经 这 拉 
做 过 。 但 是 , 当 利用 四 元 数 时 , 它 的 解答 可 以 有 非常 简明 的 形式 . 

变革 一 世 十 好 十 功 和 wx 一 ga 十 2 十 cj 十 顺 是 两 个 四 元 数 ， 其 中 
第 一 个 我 们 将 认为 是 变动 的 ,而 第 二 个 是 给 定 的 ， 经 过 计算 , 很 容 
易 验证 表示 式 a 域 a 是 向 最 四 元 数 ， 现在 ,如 果 用 向 量 & ,a 
表示 四 元 数 志 a- 域 a 以 及 四 元 数 6 的 向 嘲 部 分 ,那么 ,向 量 站 可 
由 向 量 才 围绕 通过 向量 a 的 轴 施 转 p 角 而 得 出 ， 此 处 角 吕 被 式 于 
oo 和 -ARTDTDTO 所 决定 。 因 此 ， 可 以 认为 四 元 数 a ~ 
< 十 1 十 oj 十 肋 表 示 围 伐 畏 一 到 二 oj 二 ak 作 角 p 的 空间 旋转 . 

反之 ,知道 了 旋转 域 和 角度 9 以 后 ,可 以 求 出 表示 这 个 族 转 的 
四 元 数 ， 这 样 的 四 元 数 有 无 限 多 个 ,但 是 ,它们 彼此 间 仅 相差 一 个 
常数 因子. 

现在 ,让 我 们 再 考虑 一 个 旋转 ,角度 为 1 旋转 轴 为 B 一 bi 二 
oa7 二 ak， 设 这 个 旋转 用 四 元 数 B= aa 十 2a8 十 cj 十 du 天 未 ， 设 
任意 向 匡 名 在 第 一 个 谣 转 作用 下 得 到 向 晤 -1g， 得 到 的 这 个 向 
量 再 经 第 二 个 旋转 作用 ,得 到 oa- B， 根 据 秆 合 律 ,最 后 的 
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结果 可 以 表 为 下 述 形式 ， 
TomB=(a6) 一 ECc8). 

由 字 商 最 四 元 数 专 左 乘 四 元 数 (cB) 一 并 且 右 乘 四 元 数 8 的 避 积 
等 于 向 量 志 围绕 相应 轴 作 相应 角度 的 旋转 ， 故 我 们 得 出 这 样 的 结 
论 ， 依 次 施行 与 四 元 数 a, 6 相应 旋转 的 结果 是 与 乘积 8 相应 的 
旋转 ， 效 名 话 说 ,旋转 的 加 法 对 应 于 这 些 旋 转 的 四 元 数 的 相 乘 . 

四 元 数 除了 在 几何 和 物理 上 的 应 用 外 ， 在 数论 上 也 有 极 好 的 
应 用 ， 在 这 个 领域 中 应 特别 指出 林 尼 克 的 工作 . 


§12. 结合 代数 


代数 ( 超 复数 系 ) 的 一 般 定义 ”前 面 为 超 复数 记 下 定义 中 必须 
用 到 实数 ,把 超 复数 简单 地 看 作 实 数组 .然而 , 这 样 的 观点 是 太 狂 
之 了 ,为 了 理论 研究 的 需要 ,逐渐 地 采取 下 面 一 般 的 定义 . 

某 个 量 的 系统 S 叫做 域 呈 上 的 代数 (或 超 复数 系 ), 如果 

甲 ) 对 于 城中 每 一 元 素 a 以 及 系统 8 中 每 一 个 量 c, 确 
定 这 个 系统 中 唯一 的 元 玉 , 称 之 为 4 与 5 的 乘积 ， 并 用 记号 aa 表 
ba 

乙 ) 对 于 系统 号 中 每 两 个 量 a, B, 唯一 确定 这 个 系统 中 茶 
一 个 量 , 称 之 为 m% 8 的 和 ,并 用 记号 a 二 BB 表示 ; 

两 ) 对 于 系统 恒 中 每 两 个 量 a,pB, 唯一 确定 这 个 系统 中 某 
一 个 最 , 称 之 为 a, 有 的 积 ,并 用 记号 aB6 表示. 

上 述 三 个 运算 具有 以 下 的 性 质 丸 

1) a+B-=B+w 

2) (e+B)+7=a+(08+7)， 

3) 在 系统 S 中 存在 一 个 零 量 9, 具有 性 质 

ab 一 

4) alat+B) = aau+aB， 

5) (et ha—act ba, 
1 项 睛 字母 玫 示 系统 人 中 的 任意 量 , 而 拉丁 字母 表示 纺 卫 中 的 任 床 元 罕 。 
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6) (ab)a=atba), 

7) 9a=9, 1.a=a, 此 处 1 是 域 卫 中 的 单位 元 ， 

8) 在 8 中 存在 这 样 的 一 组 量 cz oa, …， mm， 使 得 3 中 每 一 
个 量 均 可 唯一 地 表示 成 以 下 形式 : 

ood 十 Gao 十 … 十 aocmy 四 

0) (aa)B—a(af) 一 atap)， 

10? ax(8+2) 一 a8+oay，048+7)oa 一 px+ya 

在 这 个 定义 中 ,任意 域 卫 的 元 素 起 荐 氨 今 为 下 实数 所 起 的 作 
用 .由 条 件 8 可 知 , 超 复数 系 中 的 每 一 个 元 素 被 了 中 中 个 元 素 组 
所 确定 , 因 之 , 随 荐 域 了 的 选择 , 超 复数 可 定义 为 n 个 复数 个 实 
数 、mw 个 有 理 数 等 等 . 

施 八 个 条 件 家 明 8 组 成 域 卫 上 的 有 限 维 向 量 空间 (参看 第 十 
六 章 8 2), 此 处 卫 是 代数 的 基本 域 . 

条 件 9 与 10' 可 以 联合 成 下 面 等 式 的 形状 ; 
(aB+by)a=a(Ba) +b(Yo), 
a(aB+bY) = 0ap) + 6ay), 

由 这 两 个 等 式 可 知 ,乘法 的 运算 对 于 其 每 一 因子 都 是 线 件 的 . 

“ 超 复 数 系 ”和 “代数 ”这 两 个 术语 , 近年 来 偏重 于 应 用 第 二 个 ， 
因为 一 般 “ 超 复数 系 ”的 元 来 就 其 性 质 来 说 与 通常 的 数 区 别 很 大 ， 
把 它 称 之 为 “ 超 复数 ”是 不 怎么 合适 的 .“ 超 复数 系 ”，“ 超 复数 ” 现 
在 仅 应 用 于 最 简单 的 代数 ,例如 对 于 普通 的 四 元 数 . 

出 条 件 二 一 10' 可 见 ,在 代数 中 不 假定 乘法 适合 交换 律 及 结合 
律 ,也 不 假定 存在 单位 元 及 可 施行 “除法 ”。 

在 每 一 个 代数 8 中 都 存在 着 基底 ， 即 这 样 的 元 素 组 ,0% 
…，cm， 利 用 它 , 民 数 中 的 所 有 元 素 都 能 唯一 地 安 为 系数 属于 非 本 
域 卫 的 线性 组 合 的 形式 aaaaz 十 ca 十 … 十 qu， 每 一 个 代数 可 以 
有 无 限 多 个 基底 , 但 每 一 个 基底 中 元 素 的 个 数 是 同一 的 , 称 这 个 数 
为 代数 的 维 数 . 

复数 系 看 作 实数 体 上 的 代数 , 以 1 与 为 其 基底 ， 但 数 2 与 
8 工 与 a 十 Mi(e, 5 是 任意 实数 , 5 天 0) 也 可 以 当 作 基底 . 
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设 ay sz …， mr 是 其 个 域 卫 上 代数 的 一 组 基底 .按照 定义 ， 
代数 的 每 一 元 素 均 可 唯一 地 表 成 
=A181T7 Qs 二 "十 dnBs 
的 形式 . 设 6~be: 十 bs83 十 … 十 bnes 是 代数 的 另 一 个 元 素 ， 那 
么 ,由 丁 伯 质 1 一 6 有 
atB= (mtb)ert a+ best."t (qnt bn) en 
类 似 地 ,对 于 域 卫 中 任意 的 4, 有 
Ga=04:81+ Qs84+ *' + AdnEn. 
因 之 , 代数 中 元 素 的 加 法 以 及 域 卫 中 元 素 与 代数 的 元 宗 的 张 法 可 
以 被 上 述 公式 完全 决定 。 代数 中 元 素 的 相聚, 也 不 必需 要 知 泛 任 
意 两 个 元 素 如 全 乘法 ， 只 要 知道 基底 元 素 es 如 何 栅 箭 即 已 足够 
事实 上 , 由 于 性 质 9 及 :107 
《cai8l 十 Gass 十 … 十 an8n) (zei 十 Da83 十 十 jsn 一 了 ai2yvsiah 
聚积 stey 中 每 一 个 都 是 代数 中 的 元 素 , 基 之 , 可 用 基底 元 素 表示 出 
48j 一 0U161 十 Cus83 十 … 十 Cdnan 
此 处 cin 张 示 代数 的 基本 域 己 中 的 元 素 . 第 一 重 足 码 表 示 头 一 个 
因子 号 数 ,第 二 重 足 码 表 示 第 二 个 因子 号 数 ,第 三 重 足 码 表示 这 个 
元 素 用 基底 表示 时 系数 的 号 数 ， 系 数 com 叫做 代数 的 鬼 造 常数 , 芝 
为 它 可 以 完全 决定 代数 元 素 的 运算 . 
很 容易 计算 出 阶 代数 构造 常数 的 个 数 。 每 一 个 构造 常数 有 
三 个 号 码 写 j; 加 。 因 之 , n 阶 代数 的 构造 常数 的 个 数 等 于 从 1，2， 
… 多 中 每 次 取 三 个 的 排列 总 数 , 故 等 于 码 。 例如, 复数 系 在 实数 
域 上 有 基底 1, i 由 于 等 式 
11-11+0% l=0.1+1- 各 
1 一 0.1+1. b= 一 1"1 十 0- 各 
故 均 造 常数 分 别 等 于 
C111=1, C11s=0, ca =0, ca 一 十 
Gin~0, ca 一 1L，casl 一 一 1，com 一 0 
反之 ， 设 给 出 某 个 域 卫 的 用 三 重 足 码 表示 的 碟 个 元 素 cm 
人 记 上 二 1，2,…, 0)， 那么 可 以 把 这 些 元 素 看 作 域 PP 上 代数 的 
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构造 常数 ,而 且 以 等 式 aeir 办 saer 作为 代数 中 乘法 运算 规则 
的 定义 。 

二 两 我 们 已 经 看 到 ,每 一 个 代数 通常 有 无 限 多 个 不 同 的 站 遍 ， 
构造 常数 依 元 于 基底 的 选择 , 因此 ,不 同 的 构造 常数 组 可 以 确定 同 
一 个 代数 . 

怎样 的 代数 应 该 认为 是 不 同 的 ?怎样 的 应 该 认为 是 相同 的 ?在 
代数 论 中 ， 如 果 同 一 域 卫 上 的 两 个 代数 是 同 构 的 , 则 认为 它们 是 
相同 的 ; 也 就 是 说 ,一 个 代数 的 元 素 与 另 一 个 代数 的 元 率 之 间 存 在 
着 这 样 的 一 一 对 应 ， 使 得 头 一 个 代数 中 的 任意 两 个 元 素 的 和 与 积 
与 第 二 个 代数 的 相应 元 素 的 和 与 积 对 应 , 而 域 卫 中 元 素 与 头 一 个 
代数 的 元 来 的 乘积 与 域 卫 中 的 这 个 同一 元 素 与 第 二 个 代数 的 相 
应 元 素 的 乘积 相对 应 . 

代数 相同 的 这 个 定义 表明 ， 在 代数 理论 里 仅 研究 元 素 与 元 玫 
组 的 可 以 人 慌 三 种 基本 运算 表 出 的 那些 性 质 ， 换言之 , 代数 理论 研 
移 对 代数 元 类 也 施行 的 运算 的 性 所 ,而 不 是 研究 代数 元 素 的 性 所 . 

很 容易 还 明 ,如 果 两 个 代数 是 同 构 的 , 那么， 与 一 个 代数 的 大 
底 元 素 所 对 应 的 元 素 是 另 一 代数 的 基底 ,而 且 ,在 相应 基底 下 , 构 
造 名 数 也 是 相等 的 。 反 之 , 如 果 同 一 才 上 的 两 个 代数 ,在 适 宣 的 基 
底下 右 相同 的 神 舍 常数 ,那么 ,这 丙 个 代数 是 同 构 的 ， 

在 所 有 代数 中 ,结合 代数 直到 今天 仍然 起 着 非常 重要 的 作用 . 
所 调 结 合 代数 ,就 是 条 法 运算 适合 结合 律 (By) ~ (ap)7 的 代数 ， 
在 本 节 中 所 人 述 的 正 是 这 样 的 代数 的 性 质 ， 在 非 结合 代数 中 最 有 
兴起 的 是 李 代数 , 它 的 到 法 济 足 下 述 性 质 ， 

a8= 一 Be at87) 十 Bo 二 ?ap) =0. 
我 们 所 以 对 它 有 兴趣 是 由 于 它 和 李 群 问 有 密切 的 联系 ， 而 关于 李 
天 ,我 们 在 $Y 中 已 经 谈论 过 。 

矩阵 代数 “前面 我 们 次 经 指出 ,在 超 复 数 系 理论 发 展 的 前 期， 
人 们 的 主要 注意 力 集 所 在 研究 由 本 某 种 原因 引起 研究 者 兴趣 的 个 
别 系统 上 ， 这 些 系统 中 的 某 些 ， 我 们 已 经 考查 过 。 大 致 在 上 -- 世 
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纪 中 叶 ， 人 们 就 开始 研究 在 现今 一 般 代数 理论 中 起 着 主要 作用 的 
矩阵 代数 , 这 里 , 我 们 将 简略 地 闸 记 一 下 和 抢 隆 运算 的 定义 (参看 第 
十 六 竟 & 了 

域 卫 上 的 一 个 矩 许 是 指 域 忆 中 的 元 素 P 所 排 成 长 方形 的 一 
张 表 .两 个 矩阵 说 是 相等 的 ， 如 果 其 相应 位 置 的 元 素 相同 。 此 处 
我 们 将 仅 讨论 方 陈 , 即行 数 与 列 数 相同 的 矩阵 ， 方 阵 的 行 数 或 者 
与 它 相等 的 列 数 叫做 方 阵 的 阶 数 . 

为 了 彬 加西 个 阶 数 相同 的 方 阵 ， 应 把 它们 的 相应 元 素 相 加 . 
用 一 个 数 去 采 矩阵 按 定义 等 于 这 个 数 遍 乘 这 个 矩阵 的 所 有 元 素 . 
算 阵 与 甜 阵 相 肥 的 定义 比较 复杂 ， 两 个 n 阶 方 阵 的 染 积 是 指 这 样 
的 一 个 % 阶 方 阵 ， 其 第 5 行 第 j 列 的 元 素 等 于 头 一 个 矩阵 第 纪行 
的 元 素 与 第 二 个 矩阵 第 j 列 的 相应 元 素 彬 积 的 和 ， 例 如 

人 b EE y ) (人 oy+by: ) 
ar bf\m ys) \mwtby owtbws/” 

矩阵 相 乘 的 定义 记 以 如 此 选择 的 原因 , 在 第 十 六 章 中 曾经 叙述 过 , 

按照 上 述 定义 ,元 素 属于 某 个 域 己 的 全 体 m 阶 方 阵 记 组 成 的 
量 的 系统 ， 它 们 可 以 相 加 ， 可 以 与 城中 的 元 素 相 条 ,它们 彼此 间 
也 能 相 彝 ， 经 过 不 其 复杂 的 计算 可 以 证 明 ， 代 数 定义 中 的 性 质 
1 一 10', 这 里 都 满足 ， 除 此 以 外 , 容易 证 明和 矩阵 乘法 适合 结合 律 ， 
因此 ， 元素 属 于 给 定 域 卫 的 、 阶 数 nn 给 定 的 全 体 方 阵 组 成 这 个 域 
上 的 -个 结合 代数 ， 

显然 ,等 式 


[a 5 ， 10 DT {9 0 0 0 
(: a ja oa)? oj 让 
表明 ,等 式 右 端的 四 个 方 隆 组 成 二 附 广 阵 代数 的 基底 ， 一 般 说 洲 ， 
如 果 用 符号 au 表示 第 立行 第 了 列 位 置 的 元 内 为 轴 其 全 位 置 的 
元 素 均 为 0 的 nn 阶 方 阵 , 那么 ,由 于 等 式 
or 
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成 立 , 放 知 方 阵 sw 组 成 nn 阶 方 阵 代数 的 基底 ; 由 于 方 阵 ss 的 个 数 
为 双 , 故 # 阶 方 阵 代数 的 维 数 为 吉 ， 基 底 短 阵 se 的 情 法 表 有 以 
下 形式 : 

Ey" SA Bu, Bu° eu™0, jk, ,j,k, l=1, 2,*,%, 
矩阵 代数 含有 单位 元 , 即 单位 方 阵 . 

结合 代数 的 表示 设 对 于 域 忆 上 某 个 代数 4 的 每 一 个 元 迷 
唯一 地 确定 同一 域 了 上 某 个 代数 的 一 个 元 素 。 如 果 和 4 中 任意 
两 个 元 素 的 和 与 积 ， 都 与 了 中 相应 的 两 个 元 来 的 和 与 积 对 应 ， 而 
且 城中 的 每 一 元 素 与 代数 4 中 元 壳 的 乘积 , 对 应 于 域 中 的 这 个 同 
一 元 素 与 代数 召 中 相应 元 素 的 乘积 , 那么 就 说 代数 4 同 态 地 映 象 
于 代数 内 ， 结 合 代数 44 到 阶 方 阵 代数 里 的 一 个 同 态 映 象 叫 
做 代数 4 的 一 个 n 次 表示 ， 如 果 代数 4 的 不 同 元 素 对 应 于 方 阵 
的 不 同 元 素 , 那么 就 说 这 个 表示 是 真正 的 或 者 同 构 的 。 当代 数 4 
用 矩阵 同 构 表 示 时 ， 可 以 认为 代数 元 素 的 运算 可 以 归结 为 相应 条 
阵 的 运算 因此, 求 代数 表示 的 问题 有 重大 意义 。 这 里 我 们 仅 讨 
论 求 代数 表示 的 最 简单 的 方法 ,然而 , 它 在 一 般 型 论 中 有 重要 的 作 
用 , 

给 出 菜 个 代数 4,， 网 择 其 一 组 基底 ab ss, …, 6», 并 假定 
是 4 的 任意 元 素 。 乘积 eta，sxx, …，sacx 仍 是 妈 的 元 素 ， 因 之 ， 
应 能 用 e1, ey …， 8 的 线性 表示 ， 设 

Bi =01161+ 1282+ "+ dings, 

Ea ~— G161+ G383 + ***+ dmEn, 

Bn ~ Gn1B81 1 Gn28g + *** + UmmBn. 
这 样 ， 对 于 固定 基底 ， 每 一 个 元 素 “ 可 以 对 应 到 一 个 确定 的 年 阵 
|ou| ,经 过 简单 的 计算 , 可 以 证 明 这 个 对 应 是 代数 4 的 一 个 表示 ， 
这 个 和 冰 过 靳 做 代 要 也 的 让 则 表示 ， 友 锋 这 个 志 示 的 次 数 等 于 
代数 的 维 数 . 

复数 可 以 看 作 实 数 域 上 以 1, 《为 基底 的 23 维 代数 ， 等 式 

1.Ca+0) =—a1+bs, 
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霄 明 每 一 个 复数 q 二 下 鸡 应 和风 ( 2 ] 的 对应 是 复数 的 正 划 
未 示 。 类 伏地 ,四 元 数 的 正则 表示 有 以 下 形状 : 

a.b ca 
-5 a-d oc 
-oa aa 一 下 
-4d4-e b a 
复数 和 四 元 数 的 上述 表示 是 真正 的 ( 同 构 的 ). 然 而 有 例子 表明 ， 
正则 志 示 并 不 永远 是 真正 的 。 但 是 , 如果 代 数 合 有 单位 元 ,那么 它 
的 正则 表示 必然 是 真正 的 . 

容易 证 明 ， 每 一 个 结合 代数 都 可 包括 在 一 个 有 单位 元 的 代数 
中 。 这 个 扩大 代数 的 正则 天 示 是 真正 的 ; 因 之 ,对 于 原来 给 出 的 代 
数 来 说 ,这 个 正则 表示 也 是 真正 的 。 因 此 ,每 一 个 结 食 代 数 都 有 用 
逢 阵 的 真正 表示 、 

上 述 求 表示 的 方法 对 于 建立 代数 的 所 有 表示 来 说 是 不 够 的 ， 
比较 细致 的 方法 是 与 代数 的 现 想 子 代数 的 客 念 相 联 系 着 ,而 理想 
子 代数 在 近代 数学 上 起 着 重要 的 作用 . 

代数 的 茶 业 元 素 的 集合 工 叫做 一 个 右 理想 于 代数 ， 如 果 它 是 
一 个 线性 空间 ， 而 且 用 代数 的 任意 元 素 右 乘 了 中 生意 元 素 的 结果 
仍然 属于 工头 似 地 《交换 因子 的 顺序 ) 可 以 定义 左 理想 子 代数 
同时 是 左 、 丰 理想 子 代数 的 叫做 两 边 再 想 子 代数 ， 显 然 ,代数 中 的 
零 元 素 本 身 作成 一 个 两 边 理想 子 代数 ， 称 之 为 零 理想 子 代数 ， 间 
样 ,每 一 个 代数 本 身 也 可 看 作 其 自己 的 理想 子 代数 ， 然 而 ,除了 这 
两 个 当然 的 理想 子 代数 外 ,代数 可 能 含有 其 他 的 理想 子 代数 , 它 的 
存在 通常 与 代数 的 有 趣 的 性 质 相 联 系 . 

设 结合 代数 4 含有 有 理想 子 代数 I， 在 这 个 理想 于 代数 中 选 
择 一 组 基底 ,es，…，en， 因 为 在 一 般 情形 工 仅 是 4 的 部 分 , 帮 
了 的 基 广 元 素 的 个 涩 少 于 4 的 基底 元 素 的 个 数 ， 设 “是 4 中 任 
意 元 素 .因为 工 是 右 理想 子 代数 ， 且 sb ss …， en 会 于 卫 故 ex 
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ao saw 也 含 上 上 工 因 之 可 以 用 基底 au sm …， 上 m 丈 狂风 
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Ent = Gm181 1- Ura82 F*** + GmmSm, 
命 知 阵 Jayl 与 元 素 «对 应 ,与 前 面 一 样 , 我 们 得 到 了 代数 4 的 一 
个 表示 .这 个 麦 示 的 次 数 等 于 理想 子 代数 工 的 革 许 元 素 的 个 数 ， 
因 之 ,在 一 般 情 形 将 少 于 正则 表示 的 次 数 。 显然 , 如 果 理 想 子 代数 
本 身 是 最 小 的 ， 则 利用 这 个 理想 子 代数 所 得 到 的 表示 的 次 数 也 将 
大 最 小 的 ， 由 此 可 以 看 到 , 最 小 理想 子 代 数 在 代数 理论 中 追 若 特 
别 重要 的 作用 . 

代数 的 构造 ”如 上 所 述 , 每 一 个 结合 代数 4 可 以 用 某 阶 的 托 
阵 同 构 密 示 。 在 这 个 表示 中 ,与 代数 4 的 元 素 对 应 的 全 体 矩 阵 森 
身 组 成 一 个 代数 , 是 给 定 阶 数 的 抹 阵 代数 的 一 部 分 。 刘 果 一 个 代 
数 的 部 分 集合 作成 一 个 代数 , 则 称 之 为 原来 代数 的 子 代数 .内 之 ， 
可 以 这 样 说 , 每 二 个 结合 代数 都 与 矩阵 代数 的 某 个 子 代数 间 构 . 

虽然 这 个 结果 有 原则 性 的 益处 ， 因 为 它 把 求 所 有 代数 的 问题 
曙 结 为 求 短 阵 代数 的 所有 子 代数 的 问题 , 但 是 , 它 并 不 能 对 代数 的 
构造 问题 给 出 直接 的 回答 ， 对 子 这 个 问题 头 一 个 一 般 的 回答 是 上 
一 世纪 未 由 列 夫 斯 克 大 学 ( 塔 尔 吐 斯 克 ) 教 授 摩 林 (1561 一 1941) 于 
18900 年 在 托 姆 斯 克 工 艺 大 学 给 出 的 . 

一 个 代数 如 果 不 含 异 于 0 及 本 身 的 两 边 理想 子 代数 ， 那 么 称 
之 为 单纯 代数 。 摩 林 证 明了 复数 域 上 维 数 >2 的 单纯 结合 代数 部 
与 这 个 域 上 适当 阶 数 的 全 矩阵 代数 同 构 . 

继 摩 林 之 后 , 牧 德 邦 在 二 十 世纪 初 得 到 了 一 系列 的 结果 ,非常 
完善 地 阐明 了 任意 域 上 代数 的 构造 . 

代数 4 的 其 些 元 素 的 集合 (特别 是 代数 卫 本 身 、 它 的 某 个 理 
起 子 代数 或 子 代数 ) 叫 做 宕 稚 的 ， 如 果 存 在 这 样 一 个 自然 数 % 使 
得 这 个 集合 中 任意 :个 元 订 的 浦 队 均等 十 零 ， 每 一 个 结合 代数 部 


» 23. 


有 一 个 极 大 的 宕 零 疯 边 理想 子 代数 , 称 之 六 代数 的 根 ， 根 等 小 从 
的 代数 叫 艇 半 单 纯 的 。 可 以 证 明 , 每 一 个 半 单 纯 可 以 分 解 成 特殊 
类型 的 单纯 代数 的 和 , 这样, 整个 半 单纯 代数 的 研究 可 以 归结 为 单 
纯 代数 的 研究 ， 最 后 , 代数 生 电 做 可 除 代数 , 如果 在 4 中 每 一 个 
形 如 ow 一 bCa*0) 的 方程 都 有 有 和解. 

复数 域 上 单纯 代数 的 构造 被 上面 提 到 的 摩 林 定 理 完善 描述 
出 ， 如 困 藻 本 域 是 任意 的 ,那么 有 更 一 般 的 殊 德 邦 定理 成 立 ; 域 P 
上 维 数 大 于 等 于 2 的 每 一 个 单纯 代数 都 与 元 素 属 于 卫 上 某 个 可 
除 代数 的 适当 阶 数 的 全 算 阵 代数 同 构 。 这 洋 一 来 , 魏 德 邦 定理 把 
求 给 定 域 呈 上 单纯 代数 的 问题 归结 为 求 域 卫 上 可 除 代数 的 问题 
复数 域 上 仅 有 一 个 可 除 代数 ， 即 复数 域 本 身 ， 由 瑶 德 邦 定理 可 知 ， 
复数 域 上 的 每 一 单 印 代数 都 与 复数 域 上 某 个 阶 数 的 全 矩阵 代数 问 
构 ,这 就 是 摩 林 定 再。 

实数 域 上 仪 存在 三 个 结合 的 可 除 代数 ， 实 数 域 本 身 . 复 数 城 、 
四 元 数 代数 。 这 个 断 诗 的 证 明 不 太 简 单 ,这 里 我 们 将 不 讨论 它 .由 
开 德 邦 定理 可 知 ， 实 数 域 上 每 一 个 单纯 代数 都 与 实效 域 上 或 者 复 
数 域 上 或 者 四 元 数 代数 上 适当 阶 数 的 全 矩阵 代数 同 构 . 

由 这 些 例子 可 以 看 出 ， 摩 林 和 牧 德 邦 定理 是 如 何 六 述 半 单 二 
代数 构造 的 。 至 于 谈 到 有 根 的 代数 , 所 谓 的 就 德 邦 主 要 定理 ,对 于 
它们 有 重大 意义 ， 按 照 这 个 定理 ,对 基本 域 加 上 某 此 附加 限制 ,在 
每 一 个 有 要 卫 的 代数 4 中 ,存在 一 个 半 单 纯 代数 二 使 得 4 的 每 
一 个 元 素 都 可 唯一 地 天 为 和 +pP(EZ,，pE 恒 的 形状 ,而 且 在 某 
种 意义 下 , 子 代数 工 在 么 中 是 唯一 确定 的 、 

上 面 叙述 的 一 些 主要 定 测 ， 给 出 关于 结合 代数 可 能 类 型 的 完 
整 观 念 ， 并 且 把 它们 的 构造 问题 基本 上 归结 为 关于 本 零 代数 构造 
的 相应 问题 ， 后 者 的 理论 暂时 还 在 形成 过 程 中 


8$813. 李 代 数 
在 $12 中 我 们 曾 说 过 ， 现 在 除 结合 代数 的 理论 外 ， 李 代数 的 
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理论 也 非常 详细 地 坡 研 究 着 ， 在 李 代数 中 , 乘法 满足 以 下 的 妇 求 ; 
ap 一 一 Bu a(BY)+B(Yo) +7 lap) =—0. 

这 样 代数 的 重要 性 在 于 它们 与 李 群 (参考 8 和) 有 密切 的 联系 ， 
即 与 连续 群 的 最 重要 类 型 有 联系 。 正如 我 们 前 面 看 到 的 ， 李 群 在 
近世 几何 中 起 着 重大 的 作用 ， 技 照 李 群 和 李 代数 理论 的 起 浙 ， 我 
们 对 于 所 有 实数 以 及 所 有 复数 作成 的 域 上 的 李 代 数 最 感 兴趣 

下 面 是 李 代数 的 一 个 最 简单 的 例子 。 考 虑 给 定 阶 数 的 全 祁 
mn 阶 方 隆 的 集合 。 对 于 它们 引入 换 位 运算 , 即 对 于 给 定 的 矩阵 
4， 电 , 命 称 之 为 换 位 于 的 4B 一刀 4 与 它们 对 应 ,并 用 符号 [A，B1 
表示 4 如 的 换 位 子 

很 容易 证 明 

[4, Bl]~=—[B, 4] 
[4 CB, ON +EB, (0, AY+ IC, C4, BI]=0, 

四 之 ,给 定 阶 数 的 全 部 方 阵 对 于 换 位 运算 作成 一 个 李 代 数 , 很 
明显 ， 和 矩阵 所 组 成 的 李 代数 的 每 一 个 子 代数 ， 即 每 一 个 矩阵 的 集 
合 ,对 加 法 运算 . 乘 以 基本 域 中 的 数 的 弱 法 、 换 位 运算 均 关闭 ,本 身 
也 是 一 个 李 代数 . 

关于 对 每 一 个 轨 象 的 李 代 数 是否 存 在 一 个 候 阵 代数 与 其 同 构 
的 问题 ,长 时 期 来 未 得 解决 ， 直 到 1935 年 , 著名 代数 学 家 切 波 塔 
康夫 的 学 生 阿 洒 才 给 出 了 肯定 的 回答 

关于 李 群 与 李 代数 之 癌 的 对 应 关系 , 现在 只 谈 其 大 松 , 而 不 涉 
及 详细 情形 , 也 不 给 与 严格 的 描述 ; 并 且 仅 限于 李 群 与 李 代 数 均 用 
和 矩阵 表示 的 情形 . 

设 荆 是 菜 个 扰 阵 的 李 代数 ， 对 于 工 中 每 一 个 矩阵 4, 令 失 
阵 本 et 一 + 御 + 玫 十 … 与 之 对 应 。 于 是 ,用 这 样 方法 所 得 的 
全 体 矩 阵 的 集合 对 于 通常 的 算 阵 乘法 组 成 一 个 李 群 。 反之 ,对 于 
每 一 个 李 群 ,存在 唯一 的 一 个 (就 同 构 意义 来 说 ) 李 代数 ,使 得 与 它 e 
对 应 的 李 群 恰 与 所 给 李 赂 网 构 . 

为 了 简章 起见， 上面 引出 的 关于 李 群 和 李 代数 之 间 对 应 关系 
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的 定理 不 是 精确 的 ,而 只 是 简化 了 的 描述 .实际 上 ,关系 可 = 所 仅 
对 于 与 单位 矩阵 足够 接近 的 0 以 及 与 零 短 阵 足 够 接近 的 并存 在. 
严格 的 描述 需要 引进 相当 复杂 的 局 部 群 与 局 部 同 构 的 概念 . 

因此 , 由 李 代 数 到 其 相应 的 李 群 的 过 渡 , 是 借 类 似 于 方 等 的 运 
算 来 实现 的 ， 而 由 欠 到 代数 的 过 渡 是 储 类 似 于 求 对 数 的 运算 来 实 
现 的 ， 

车 荆 是 全 体 n 阶 方 阵 所 作成 的 代数 , 那么 与 荆 对 应 的 李 群 将 
是 全 体 非 退 化 方 阵 所 作成 的 群 ， 因 为 任意 一 个 与 单位 方 阵 足 够 接 
近 的 也 均 可 表 成 也 = 一“ 的 形状 . 

撼 阵 4 一 1awl 叫做 斜 对 称 的 ， 如 果 它 的 元 素 之 间 适 合 关系 式 
aa 一 一 all。 全 体 斜 对 称 方 阵 组 成 一 个 李 代 数 ， 因 为 若 4,，B 是 余 
对 称 方 阵 ， 则 4 一 B4= [4 可 以 及 cd4TA 也 将 是 斜 对 称 方 
阵 ， 

容易 验证 ， 对 于 每 一 个 斜 对 称 方 阵 4, 式 于 e4 将 是 一 个 正 交 
方 阵 ,而 且 对 于 每 一 个 与 单位 方 阵 足 够 接近 的 正 交 方 阵 , 均 可 表 成 
上 述 指数 的 形式 。 到 之 , 所 有 正 交 方 阵 所 成 群 的 李 代 数 是 全 体 斜 
对 称 方 阵 代数 . 。 

由 解析 儿 何 知道 ， 空 间 中 围绕 坐标 原点 的 任意 一 个 旋转 都 可 
借 正 交 方 阵 给 出 ， 而 且 旋 转 的 乘积 与 相应 的 矩阵 的 滋 积 相对 应 ， 
换 句 话说 , 空间 中 图 绕 固定 点 的 所 有 旋转 所 成 群 ,与 三 阶 正 交 方 阵 
群 同 构 ， 由 此 我 们 可 得 出 结论 : 空间 的 旋转 群 的 李 代数 是 全 体 三 
阶 斜 对 称 方 阵 代数 , 亦 即 如 下 形状 的 方 阵 


0 一 2 一 1 
+ 0 -] 

五 2 0 

所 作成 的 李 代数 、 
因为 这 样 的 每 一 方 阵 由 三 个 数 4, 5,c 完全 确定 , 所 以 我 们 可 

以 约定 ,用 在 学 标 轴 上 投影 为 6, b,c 的 向 量 @ 表示 . 而且 上 述 形 
状 的 方 阵 4:，4a 的 线性 组 合 x4: 十 B4。 显然 与 对 应 向 量 呈 ,qs 
的 线性 组 合 naa 十 Bas 祖 对 应 ， 而 方 阵 dj，4s 的 换 位 子 
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将 与 射影 为 ta 一 jacl，asci 一 az0a， ap 一 ab 的 向 量 相 对 应 , 即 与 
向 最 中 与 gs 的 向 量 宋 积 相 对 应 .我 们 得 到 了 一 个 著名 的 结果 : 
通常 的 向 晤 的 集合 对 于 疝 量 加 法 、 纯 量 与 向 量 的 乘法 以 及 疝 量 乘 
法 组 成 ~- 个 李 代 数 ,与 空间 中 国 绕 不 动 点 的 旋转 群 相 对 应 。 这 个 
事实 再 一 次 告诉 我 们 , 儿 何 概念 与 空间 的 旋转 群 ， 换 名 话说 , 与 刚 
体 运动 规律 的 联系 是 多 么 密切 ! 

在 上 一 世纪 末 以 及 本 世纪 初 ， 对 于 李 代数 得 到 了 许多 与 结合 
代数 主要 结果 相 类 似 的 结果 ， 明 然 这 里 的 证 明和 撕 述 都 是 比较 复 
杂 的 . 这 样 , 经 过 李 、 基 林 、 卡 当 等 人 的 努力 , 在 二 十 世纪 初 , 对 于 李 
代数 已 经 成 功 地 建立 起 根 和 半 单 纯 的 概念 ， 并 且 求 出 了 实数 体 和 
复数 体 上 所 有 单纯 李 代 数 . 到 了 三 十 年 代 初 ， 卡 当 和 葡 尔 建立 了 
李 代 数 的 矩阵 表示 理论 ， 是 解决 一 系列 问题 的 极 好 了 工具， 近 - 五 
年 来 , 一 些 苏联 数学 家 对 李 代数 理论 进行 了 研究 , 在 这 个 领域 中 获 
得 了 不 少 极 好 的 结果 ， 特别， 他们 对 李 代数 表示 的 理论 作出 了 重 
大 的 推进 , 彻底 地 解决 了 关于 李 代数 的 半 单 纯 子 代数 的 问题 .关于 
建立 具有 给 定 根 的 代数 问题 等 等 . 


§14. 环 


在 8 寺中 (310 页 ) 我 们 曾经 给 出 域 的 一 般 定义 ， 即 元 素 的 任 
意 一 个 集合 , 在 其 中 定义 了 满足 条 件 1 一 10 的 加 法 与 乘法 的 运算 ， 
在 这 个 定义 中 , 如 果 去 掉 关 于 商 的 存在 的 条 件 10 以 及 乘法 适合 交 
换 律 和 续 合 律 的 条 件 7 和 3, 那么 我 们 便 得 到 近世 代数 学 中 最 重 
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要 概念 之 一 的 环 的 括 念 的 定义 . 

每 一 个 域 以 及 每 一 个 代数 , 如果 仅 考虑 其 加 法 与 乘法 的 运算 ， 
是 一 个 环 、 环 的 最 简单 的 例子 是 全 体 有 有 理 整 数 集 对 于 还 常 的 加 法 
与 乘法 的 运算 ， 所 有 有形 如 ae 十 ii e+ 3，a+5S Eco 于 等 
等 的 履 集 对 于 通常 的 加 法 与 飞 法 也 都 作 届 环 , 此 处 a, 5, e 是 任意 
有 理 整 数 ， 由 于 这 些 环 的 元 素 足 数 ， 故 称 之 为 数 环 ， 这 些 环 的 某 
些 重要 性 质 及 其 应 用 在 第 四 章 (第 一 着 ) 及 第 十 章 (第 二 卷 ) 曾经 讨 
论 过 . 

然而 , 也 存在 着 非 数 环 的 重要 的 类 ， 例如 ， 给 定 变量 zw， 
…， zw 系数 属于 某 个 固定 的 环 或 城 的 全 体 多 项 式 的 集合 ， 定 义 在 
茶 区 域 上 全 体 连 续 函 数 的 集合 、 线 性 空间 或 者 希 尔 伯 特 空间 的 线 
性 变换 的 集合 , 对 于 通常 定义 的 它们 的 加 法 与 乘法 运算 都 作成 环 . 

数 环 的 算术 人 性质 是 介 乎 代数 本 身 与 数论 本 身 之 问 的 深刻 的 代 
数 数论 的 研究 对 象 ， 多 项 式 环 性 质 的 研究 被 称 之 为 多 项 式 理想 子 
环 论 , 与 解析 儿 何 的 高 等 部 分 有 若 密 切 的 联系 .最 后 , 函数 环 与 变 
换 环 在 泛 画 分 析 上 起 着 基本 作用 (参看 第 十 九 痢 ). 

以 这 些 及 其 他 一 些 具体 理论 为 基础 , 近 百 年 来, 一 般 环 的 理论 
以 及 拓扑 环 的 理论 发 展 非常 迅速 , 

由 于 短 钙 的 限制 , 下 面 我 们 仅 指 出 环 论 中 的 某 些 个 别 结果 . 

理想 子 环 ” 某 个 环 下 (不 一 定 是 结合 的 ?的 元 素 的 部 分 集合 
工 叫做 到 的 理想 子 环 ,如 果 了 中 任意 两 个 元 素 的 差 以 及 了 中 任意 
元 素 w 与 尺 中 任意 元 训 4 的 乳 积 az, z4 均 属于 了 

每 一 个 理想 子 环 是 环 的 这 样 一 个 部 分 ， 它 本 身 对 于 存 环 中 给 
出 的 加 法 与 雪 法 的 运算 做 成 一 个 环 、 这样 的 部 分 叫做 已 知 环 的 子 
环 , 也 就 是 说 , 每 一 个 理想 子 环 同 时 也 是 子 环 ， 其 逆 通 常 症 不 成 立 
的 . 

一 个 环 的 任意 多 个 理想 子 环 的 交集 仍 是 这 个 环 的 一 个 理想 子 
环 。 特别 ， 环 中 含有 某 个 固定 元 素 & 的 所 有 再起 子 环 的 交集 仍 是 
这 个 环 的 理想 子 环 ， 这 个 理想 子 环 叫做 元 来 4。 生 成 的 主 理想 子 
环 , 并 用 符号 (2) 雪 之 . 
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两 个 或 者 若干 个 元 素 生 成 的 理想 子 环 的 概念 ， 可 用 与 上 而 富 
样 的 方式 定义 ， 很 容易 证 明 , 如 果 可 换 的 结合 环 有 单位 元 素 , 那么 
由 元 素 st ea …， an 所 生成 的 理想 子 环 将 简单 地 是 环 中 可 以 写 
成 和 maqxz 十 zaqa 十 … 十 zeao 形状 的 所 有 元 素 所 组 成 ， 此 处 x4, 
… 和 是 环 的 任意 元 素 ， 特别 ,在 有 单位 元 的 可 换 结合 环 中 ,， 主 理 
想 子 环 (o) 是 < 的 倍数 的 所 有 元 素 ， 亦 即 za 形状 的 所 有 元 素 所 组 
成 . 
在 所 有 有 理 整 数 记 做 成 的 环 中 ， 每 一 个 理想 子 环 都 是 主 理想 
子 环 ， 在 系数 属于 某 个 域 的 一 个 未 知 量 的 多 项 式 环 中 、 在 一 切 形 
如 4 十 到 (此 处 m 5 是 有 理 数 ) 的 复数 环 中 以 及 在 其 他 一 些 环 中 也 
具有 这 样 的 性 质 ， 然 而 ， 在 系数 为 有 再 赦 的 未 知 量 z, 9 的 多 项 式 
环 中 ,没有 常数 项 的 两 个 未 知 量 2, % 的 所有 多 项 式 的 集合 ， 已 经 
不 是 主 型 想 子 环 . 
与 在 状 论 中 对 不 变 子 群 所 做 过 的 类 似 , 对 于 环 天 的 每 一 个 再 
想 子 环 了 I 可 以 建立 商 环 尺 /J。 这 可 用 下 面 方法 来 做 环 玉 中 
元 素 @, b 叫做 关于 理想 子 环 了 等 价 ， 如 果 它 们 的 差 4 一 b 属于 了， 
这 时 用 符号 a==5(T) 玫 示 。 很 容易 验证 ， 这 个 等 价 的 关系 是 自 反 
的 .对 称 的 .传递 的 (参看 第 十 五 章 )， 因 之 , 五 的 所 有 元 素 可 以 按 
关于 理想 子 环 了 等 价 关系 分 成 类 .。 现在 ,让 我 们 来 考 霹 以 这 些 类 
作为 元 素 的 新 的 集合 , 对 于 它 引 进 和 与 乘积 的 概念 : 所 谓 两 个 类 的 
“和 "是 指 这 样 一 个 类 ， 它 含有 分 别 属 于 这 两 个 类 的 某 两 个 元 素 的 
和 ,而 两 个 类 的 科 积 是 指 这 样 一 个 类 , 它 含 有 分 别 属于 这 两 个 类 的 
某 两 个 元 素 的 乘积 ， 由 理想 子 环 的 定义 可 知 ， 和 与 和 滋 积 的 这 样 定 
义 ， 事 实 上 是 与 代表 返 择 无 关 的 ， 并 且 最 后 所 有 类 的 集合 作成 一 
环 . 
在 环 论 中 , 商 环 的 医用 完全 类 似 于 在 群 论 中 商 群 的 作用 特 
别 ， 由 已 知 环 建立 商 环 ， 是 形成 具有 各 种 不 同性 质 的 环 的 一 种 特 
别 方便 的 方法 。 此外， 例如 很 容易 证 明 ， 任 意 一 个 可 换 环 都 能 
与 以 有 理 整 数 为 系数 的 适当 个 数 未 知 基 的 多 项 式 环 的 商 环 同 
构 . 
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环 的 算术 性 质 “ 在 数 环 以 及 在 域 中 , 车 于 个 元 素 的 梨 积 , 当 且 
仅 当 其 中 有 一 个 因子 等 于 零 时 才能 等 于 零 ， 在 任意 环 中 ,这 个 事 
实 可 以 不 成 立 ,例如 , 两 个 不 等 于 零 的 短 阵 的 乘积 可 以 是 零 ， 如 果 
在 菜 个 环 中 , a#*0, 5 关 0， 但 是 有 a5 一 0， 那么 就 说 与 5 是 零 因 
地， 如 果 在 一 个 环 中 没有 这 样 性 质 的 元 素 , 就 说 这 个 环 是 没有 鹤 
因子 的 环 ， 

“在 环 中 研究 可 除 性 时 , 通常 假定 这 个 环 是 可 换 的 , 而 且 没 有 肥 
因子 。 这 样 的 环 照例 叫 做 整 域 ， 上 面 提 到 的 数 环 以 及 多 项 式 环 都 
是 蜂 城 

设 玉 是 菜 个 整 城 ， 我 们 说 ,元素 4 在 及 中 能 被 5 整除 ,如 果 
ambg, 9EK、 由 此 直接 可 知 ， 被 0 整除 的 若 于 个 元 素 的 和 仍 能 
被 5 整除 ，K 中 若干 个 元 迷 的 聚积 中 如 果 有 一 个 因子 能 被 6 整 
除 , 则 这 个 池 积 也 能 被 整除， 在 环 论 中 引入 类 似 于 第 十 章 ( 第 二 
卷 ) 记 讲 过 的 素数 概念 的 素 元 概念, 通常 是 比较 复杂 的 ， 这 时 必须 
先 引 入 相伴 元 的 概念 。 环 中 的 元 素 ,5 叫做 相伴 的 ,如 果 6 被 5 
整除 ,)》 也 被 4 整除， 命 a 一 bps, 3 一 0g2 则 有 ob~a6"qi9s, 亦 即 
gigs~6, 此 处 。 是 误 城 K 的 单位 元 、 因 此 , 称 相伴 元 的 商 为 单位 
元 因子 。 整 域 中 的 每 一 个 元 均 能 被 任意 一 个 单位 元 因子 整除 ， 在 
有 理 整 效 环 中 ， 单 位 元 因 于 是 士 1 在 一 切 a++bi(a, 5 是 整数 ) 形 
状 的 元 素 所 组 成 的 环 中 , 单位 元 因子 是 士 1， 士 刀 

整 域 区 中 的 每 一 个 元 素 均 有 形 如 aas'erz 的 分 解 ， 此 处 
是 某 个 单位 元 因子 。 这 样 的 分 解 叫 做 显然 的 分 解 。 如 果 K 中 的 
元 素 e 没有 其 他 分 解 , 那么， 就 称 为 KK 的 素 元 ， 或 者 叫 作 到 的 
不 可 分 解 元 。 由 于 整数 分 解 为 素 因子 的 唯一 性 定理 具有 下 要 音 
义 , 于 是 找 这 样 的 环 的 类 (其 中 也 色 括 非 可 换 环 ), 使 得 类 似 定理 在 
其 中 也 成 立 , 是 有 音义 的 、 例 如 ,在 主题 想 半 环 中 , 即 其 中 每 一 个 
理想 季 环 都 是 主 理想 子 环 的 整 域 ,这 个 定理 让 立 . 

理想 子 环 这 一 概念 本 身 的 出 现 ， 是 与 分 解 为 素 因 子 唯 一 性 问 
题 相 联系 的 。 大 约 在 上 一 世纪 中 叶 ， 德 国 数学 家 库 莫 尔 企图 证 明 
履 尔 马 的 关于 方程 ?+ 六 一 7 当 n=3 时 没有 非 零 的 整数 解 的 车 
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名 命题 时 ， 考 蚜 了 形 如 oo+ ef 十 … 十 mt"! 的 数 ， 此 处 
Eom 至 Tisin 于 是 方程 1 的 解 ,而 co as，…, on 是 普通 
整数 ， 这 样 形状 的 数组 成 一 个 整 域 ， 库 区 尔 最 初 把 这 个 叉 域 中 分 
如 为 素 因子 的 叭 一 性 定理 关 作 是 一 个 显然 的 命题 ， 在 这 个 基础 上 
库 供 尔 证 明了 帆 尔 马 你 题 ， 然 而 , 在 进一步 检查 时 ;发 现 了 上 述 分 
解 为 案 因 子 的 唯一 性 定理 不 成 立 ， 为 了 希望 保持 素 因 了 分解 的 只 
一 性 定理 成 立 , 库 莫 尔 被 迫 讨论 整 城中 数 的 分 解 ,而 这 分 解 中 的 因 
子 不 在 该 整 域 中 ， 他 称 这 些 数 为 再 存 效 后 来 在 建立 一 般 理论 
时 ， 引 进 了 被 某 个 童 直 数 整除 的 、 整 的 元 素 的 斥 合 以 代替 理想 
数 ， 

发 现在 数 环 中 分 解 为 瑚 因子 的 唯一 性 不 成 立 ， 是 上 一 世纪 所 
发 现 的 最 有 兴趣 的 事实 之 一 ,并 由 此 产生 了 丰富 的 代数 数论， 

这 个 理论 的 极 好 应 用 之 一 是 在 第 十 章 人 第 二 着 ) 来 指出 的 对 分 
解 普 道 冯 数 为 平方 和 问题 的 应 用 。 苏联 数学 家 佐 洛 塔 辽 夫 、 活 光 
谱 依 、 维 诺 格 拉 杀 夫 以 及 切 流 洪 启 夫 前 工作 在 数 环 的 再 论 发 展 中 
起 着 非常 重要 的 作用 。 

代数 演 形 ”理想 子 环 论 的 另 -一 个 发 源 地 是 代数 几何 、 当 我 们 
第 一 次 接 然 二 次 曲线 的 理论 时 ,对 下 面 事实 党 常会 二 到 售 奇 ;一 个 
双 曲 线 是 失 互 不 相连 的 油 个 沿线 的 全 体 -每 一 个 叫做 双 沿 线 的 
一 支 ， 同时 两 条 直线 叫做 一 个 分 解约 二 次 曲线 。 术语 上 的 区 别 在 
代数 中 找到 解释 , 如 时 把 曲线 的 方程 类 为 tm, 9) 一 0 的 形状 ， 此 
处 J(%, 共 是 名 的 多 硕 式 ,那么 ,在 第 一 种 情形 , 这 个 方程 的 左 
端 是 二 次 经 约 多 项 式 ; 而 在 第 二 种 情形 , 左 庙 是 两 个 一 次 因 式 的 私 
积 ， 一 个 此 线 叫做 降 约 的 ,如果 它 的 方 各 可 偿 既 约 多 项 式 f(z, 
表 出 , 相反 的 情形 , 曲线 叫 可 约 的 . 

同样 问题 对 空间 沿线 进行 讨论 时 ， 就 变 得 较为 复杂 。 空间 由 
线 可 以 用 含有 两 个 方程 的 方程 组 J(z, 9, 一 0,，9(2, 9 分 一 0 下 
示 , 这 时 ， ,9 远 不 是 唯一 地 被 第 线 折 次 定 ， 这里， 自然 发 生 这 样 
的 问题 ,应 该 把 什么 样 的 曲线 叫 散 麻 约 协 线 ? 
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理想 于 环 论 给 出 自然 的 同 答 ， 设 刻 , fs, … 是 变量 为 2, y,? 
的 复 系 数 多 项 式 的 茶 个 集合 ， 全 得 这 个 集合 中 每 一 个 多 项 式 部 竺 
于 堆 的 点 (z, 包 分 的 集合 ( 复 空 间 的 点 ) 叫 做 给 定 的 这 些 多 项 式 所 
确定 的 一 个 代数 流 形 。 用 对 表示 这 个 流 形 ， 并 讨论 被 于 中 任何 
点 代入 都 等 于 零 的 一 切 变量 wx, yz 的 多 项 式 集合 。 很 容易 看 出 ， 
所 有 这 样 多 项 式 的 集合 工 是 变量 z,y,: 的 多 项 式 环 的 一 个 理想 子 
环 ， 此外, 这 个 理想 子 环 还 具有 这 样 性 质 : 如 果 某 个 多 项 式 前 方 短 
属于 1 那么, 这 个 多 项 式 本 身 也 将 属于 1 可是， 不 同 的 多 项 式 
的 集合 , 可 以 确定 同一 的 代数 流 形 , 然而 , 代数 流 形 与 具有 .上面 提 
到 的 补充 性 质 的 理想 子 环 之 间 的 对 应 是 一 一 对 应 . 

因此 , 在 研究 流 形 的 性 质 时 ,很 自然 的 不 讨论 它们 的 “方程 ”， 
而 讨论 其 对 应 的 理想 子 环 ， 如 朵 理想 子 环 了 可 以 表 成 菜 两 个 理 仍 
子 环 1, 1 的 交集 , 那么 , 流 形 M 将 可 表 成 与 五 , 1s 对 应 的 流 形 
ZMH， 于， 的 并 集 。 由 此 可 以 看 出 ， 流 形 型 自然 地 叫做 既 约 的 ， 如 
果 与 它 对 应 的 理想 子 环 工 不 能 表 成 包含 工 的 两 个 不 同 理想 子 环 
的 交集 。 曲线 分 解 为 阶 数 较 低 的 曲线 与 流 形 分 解 为 既 约 流 形 ， 它 
们 现在 将 与 相应 的 理想 子 环 表 为 不 可 分 解 的 理想 子 环 的 交 的 形式 
族 对 应。 这 样 分 解 的 唯一 性 和 可 能 性 的 问题 是 代数 流 形 以 及 一 般 
的 理想 子 环 论 的 最 初 问题 之 一 . 

非 可 换 环 的 构造 ”每 一 个 代数 ， 同 时 也 是 对 于 它 的 加 法 与 膝 
法 运算 的 一 个 环 ， 因此 ， 代 数论 的 许多 基本 概念 以 及 结果 对 任意 
环 也 成 立 ， 然 而 , 代数 论 的 一 些 比较 细致 的 结果 , 特别 是 类 似 于 摩 
林 - 魏 德 邦 定理 (参看 5 11) 转移 到 任意 环 上 来 ,有 很 多 困难 ， 最 近 
10 一 15 年 来 , 才 部 分 地 克服 了 一 些 ， 这 里 所 指 的 田 难 首先 是 在 于 
寻求 环 的 根 的 定义 , 使 得 根 为 堆 的 环 与 半 单 纯 代 数 有 某 种 类 似 ,并 
且 在 任何 情形 ， 可 以 由 环 论 的 定理 作为 其 特殊 博 形 得 出 相应 的 代 
数论 的 结果 . 现在, 在 环 论 上 已 经 有 很 多 根 的 定义 ,利用 它 ,在 某 
种 腿 制 下 建立 起 举 单纯 环 的 构造 论 。 正如 已 经 指出 的 , 对 非 可 换 
环 论 的 兴趣 在 很 大 程 底 上 受到 作用 子 环 论 在 区 本 分 析 中 非常 显著 
的 意义 所 刺激 . 
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§15, 格 


正如 读者 已 经 知道 的 , 元 素 的 集合 叫做 偏 序 集 , 如 果 对 于 它 的 
某 些 元 素 对 , 定义 了 一 元 素 在 另 一 元 数 之 前 , 或 者 说 从 属于 另 一 元 
素 , 并 且 适 合 以 下 条 件 ，1) 每 一 个 元 素 从 属于 其 本 身 ，2) 由 4 从 
属于 元 素 以 及 五 从 属于 元 素 % 可 得 出 a。 恒 等 于 5 3) 由 4 从 
属于 5 以 及 5 从 属于 c 可 得 出 6 从 属于 oc。 从 属 关 系 通常 用 符号 
到 表示 。 某 个 集合 的 所 有 子 集 的 集合 是 偏 序 集 的 重要 例子 , 此 处 ， 
从 属 关 系 是 一 个 子 集 是 另 一 个 子 集 的 一 部 分 . 

如 果 从 属 关系 对 于 偏 序 集 的 每 一 对 元 素 均 被 定义 , 那么, 称 这 
个 集合 为 有 序 ( 线 性 ) 集 。 例如 ,实数 集 是 有 序 集 ,此 处 关系 ab 
表示 4 不 大 于 8。 相反 的 ， 含 有 多 于 一 个 元 素 的 某 个 集合 的 所 有 
子 集 的 集合 所 做 成 的 偏 序 集 不 是 有 序 集 ， 因 为 没有 共同 元 素 的 两 
个 子 集 是 不 能 比较 的 . 

设 某 个 偏 序 集 M 具有 以 下 性 质 ， 对 的 每 一 对 元 素 a, 5 
有 唯一 的 最 小 公共 大 元 6, 即 a<c, b<o, 并 且 对 汉中 任意 元 素 
4, 内 要 as 路 b&d, 就 有 o<d， 这 时 称 M 为 上 半 格 ， 而 称 元 素 
6 为 a, 5 的 “和 ”很 易 证 明 , 这 个 “加 法 ”具有 下 面 的 性 质 ， 

atb=bt+a, (a+b)+o=a+ (b+0), ata~ma. (C18) 

非常 妙 的 是 可 以 证 明 其 反面 。 设 在 某 个 集合 中 定义 了 具有 人 泪 
质 (13; 的 加 法 运算 ， 那 么 ， 当 e 十 一 时 ， 称 元 素 上 从 属于 0. 这 
样 , 我 们 便 得 出 一 个 偏 序 集 , 而 且 在 这 个 偏 序 集中 ,元素 a, 5 的 叭 
一 最 小 公共 大 元 将 是 a 十 b. 

类 似 地 ,可 以 定义 下 半 格 .这 时 , 讨论 最 大 公共 小 元 以 代 营 此 
小 公共 大 元 , 并 且 称 ,5 的 最 大 公共 小 元 为 a,b 的 “ 积 ”， 这 个 运 
算 也 具有 上 面 “加 法 ”的 性 质 , 即 

ab=ba, (ab)c= abe), om a. (1 

既是 上 半 格 又 是 下 举 格 的 一 个 偏 序 集 叫 做 一 个 格 。 按 照 前 襄 

所 说 过 的 ,在 每 一 个 格 里 , 可 以 定义 满足 条 件 (13)，(1 多 的 两 种 运 
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算 . 然而 , 这 两 种 运算 彼此 间 是 有 联系 的 , 因为 关系 5<z2 存 招 中 
可 以 写成 十 b=b, qb 一 4 的 任 一 形式 ， 换 言 之 , 在 格 中 等 式 
4+b=b 与 ab=a 应 该 是 等 价 的 , 也 就 是 说 , 上 面条 件 可 以 写成 代 
数 形式 的 等 式 - 
atab=a, olst+b) —a,. (15) 

由 于 这 个 缘故 , 格 的 研究 便 成 为 研究 具有 适合 条 件 (13),《14)， 
(15) 的 两 个 运算 系统 的 纯粹 代数 问题 ， 朋 代数 的 方法 研究 格 论 的 
意义 ,粗略 的 说 , 在于: 在 个 别 情形 的 某 种 具体 的 格 的 特点 得 以 表 
成 元 素 间 茶 种 代数 关系 ， 因 而 得 以 利用 群 沦 和 环 论 上 的 丰富 工 
具 ， 

上 面 已 经 提 到 过 , 某 个 集合 的 研 有 子 集 的 集合 是 一 个 偏 庆 集 ， 
不 难 证 明 , 它 将 是 一 个 格 ， 如 果 规 定格 的 和 是 子 集 的 并 集 ， 而 格 的 
积 是 子 集 的 交集 .如 果 不 是 讨论 全 部 而 仅 讨 论 某 些 子 集 , 那么 , 可 
以 得 出 各 式 各 样 的 格 。 例如 , 仔 意 一 个 群 的 所 有 子 群 的 集合 是 一 
个 烙 , 记 有 不 变 子 群 的 集合 也 居 一 个 格 , 任意 一 个 环 的 所 有 子 环 的 
集合 ,所 有 理想 子 环 的 集合 等 等 都 是 阁 。 特 别 是, 在 一 个 烙 的 所 有 
不 变 子 群 所 成 格 中 , 以 及 在 一 个 环 的 所 有 理想 子 环 所 成 格 中 , 除了 
基本 等 式 \132，Gl4)，(15) 成 立 外 ,下面 的 所 谓 模 律 

a(ab+e) 一 0 十 ao 

也 成 立 . 具有 模 律 的 格 ( 戴 德 金 格 ) 的 理论 在 一 般 格 论 中 占有 重要 
位 置 . 

群 论 与 环 论 中 很 大 一 部 分 定理 是 陈述 子 群 不 变 子 群 理想 子 
环 的 分 布 情况 的 。 因 之 , 这 些 定理 可 以 作为 子 群 或 者 理想 子 环 的 
格 的 定理 重新 叙述 。 在 某 些 限制 下 , 类似 的 定理 对 于 一 般 的 格 也 
成 立 。 这 种 方法 , 能 够 把 群 论 、 环 论 以 及 其 他 科目 中 的 某 些 重要 定 
理 转 移 到 格 论 中 来 . 另 一 方面 , 利用 格 论 的 工具 , 反 过 来 在 群 论 和 
环 论 中 寻求 具体 的 格 的 性 质 , 也 是 很 有 益 的 . 

格 论 的 出 现 不 是 太 久 的 事 ， 在 本 世纪 二 十 年 代 到 三 十 年 代 还 
不 象 群 论 那样 有 重要 的 应 用 。 然而 , 沈 在 格 论 已 经 形成 数学 的 一 
个 重要 分 支 , 并 且 是 一 个 有 巨大 内 容 和 重要 问题 的 分 支 . 
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§16. 一 般 代数 系统 


在 前 面 儿 节 曾 经 企图 给 出 这 样 的 概念 : 把 代数 方法 应 用 于 问 
是 的 更 广 范围 , 是 如 何 引 导出 被 代数 所 研究 的 元 素 的 系统 的 扩展 ， 
也 引导 出 代数 运算 概念 本 身 的 推广 。 在 这 方面 , 被 罗 巴 切 夫 斯 基 
关于 儿 何 基础 的 著作 以 及 一 般 集 合 论 的 发 展 所 刺激 的 公理 方法 的 
发 展 , 起 着 巨大 的 作用 . 

这 方面 的 基本 成 果 之 一 是 逐渐 地 总 结 出 代数 运算 、 代 数 系 统 
的 一般 概念 , 并 且 累 可 了 关于 定义 代数 系统 方面 的 一 些 重要 事实 , 
代 兰 在 中 学 所 定义 的 具体 的 代数 运算 (这 个 定义 很 大 一 部 分 是 关 
于 数 的 ), 在 近世 代数 中 是 从 运算 的 一 般 概念 出 发 ， 即 给 出 元 过 的 
某 个 系统 5, 并 且 给 出 一 个 规则 ,对 于 8 中 取 一 定 顺序 的 mm 个 大 
党 后 ，0g,，…， Gn, 在 S 中 确定 唯一 的 一 个 元 素 a。 这 时 ， 就 说 在 
中 给 出 了 一 个 mm 元 运算 ， 并 说 元 素 4 是 施行 这 个 运算 于 元 尝 
ai， 9a …，qm 上 的 结果 .定义 了 一 个 或 者 若干 个 运算 的 元 素 的 
集合 ,叫做 一 个 代数 系统 。 代数 的 主要 问题 之 一 是 研究 代数 系统 
并 对 之 进行 分 类 ， 然而 这 样 形 式 的 问题 具有 太一 般 的 上 性质， 事 
实 上 ， 在 现在 真正 重要 的 并 且 具 有 丰富 内 容 的 仅 是 某 些 特殊 的 
代数 系统 ， 例 如 ， 具 有 一 个 运算 的 代数 系统 ， 暂 时 只 有 在 本 章 的 
8 8 1 一 10 中 介绍 过 的 群 论 在 数学 科学 中 根深 蒂 因 地 成 长 起 来 , 而 
在 具有 两 个 或 者 多 于 两 个 运算 的 代数 系统 中 ， 域 .代数 、 环 以 及 格 
的 理论 有 着重 要 意义 ， 然 耐 , 由 于 这 种 或 者 那 称 原因 , 实际 被 讨论 
的 代数 系统 的 数目 不 断 增 多 。 同 时 ， 代 数 的 菜 些 典 型 的 部 分 ， 例 
如 ， 关 地 同 态 的 理论 .关于 自由 系统 以 及 自 出 并 的 理论 、 关 于 直 关 
的 理论 以 及 近来 关于 根 的 理论 ， 也 都 转 到 一 般 的 代数 系统 中 来， 
这 就 可 以 作为 代数 的 一 个 新 的 部 分 来 谈论 这 些 理论 ， 

在 研究 区 个 代数 科学 的 特点 时 , 常常 作为 其 特殊 性 质 , 着 重 指 
出 其 缺乏 连续 性 的 概念 因 之 未 认 代 数 科学 主要 是 关于 离散 性 
的 ， 这 种 观点 , 光 疑 地 反映 出 代数 的 和 要 客观 性 质 之 一 。 在 现实 
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世界 中 ,连续 性 与 不 连续 性 是 辩证 的 统一 。 但 是 , 为 了 认识 现实 ， 
有 了 时 需要 把 它 分 成 几 部 分 , 然后 分 别 地 研究 这 些 部 分 。 因 之 , 代 放 
单方 而 的 注意 到 离散 关系 ,不 能 够 认为 这 是 它 的 缺点 . 

从 群 论 的 例子 中 可 以 看 到 ， 个 别 的 代数 科目 不 仅 给 出 计 筑 闭 
巧 的 工具 , 而且 也 给 出 了 表达 深刻 的 自然 界 规律 的 语言 。 然 而 , 代 
数 各 个 部 门 除了 对 于 物理 .化 学 、 纺 晶 学 以 及 其 他 一 些 科学 的 十 接 
实践 意义 外 , 在 数学 本 身 , 代数 也 占有 重要 地 位 ， 用 杰出 的 苏联 代 
数学 家 切 波 塔 雇 夫 的 话 来 说 ， 代 数 是 数学 中 发 生 的 许多 新 的 思想 
和 概念 的 所 复 , 它 显著 地 丰 窜 了 并 发 展 了 数学 的 许多 部 门 , 这 些 课 
门 已 成 为 物理 与 技术 科学 的 共同 基础 . 
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